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1. Aritmetikai Ramsey-elmélet (folytatas)

Eddig megemlitett Ramsey-tételeket a kovetkezé tablazatban foglaljuk Gssze:

Tétel Szinezendé Keresett mono- | Lehetséges szinosztaly
struktira kromatikus rész- | maximalis mérete
struktura
Ramsey-tétel n ponti teljes | & ponta teljes | K|, 2),n/21, az n pont,
graf élei graf élei kétrészes Turan-graf
Schur-tétel [n] {z,y,x +y} [. Példa: a paratlan sza-
mok

1. Példa: [n] \ [|n/2]],
azaz a ,nagy szamok
[n]-ban”.

van der Waerden || [n] k hosszti (nem- | 777
tétele konstans) szam-
tani sorozat

Erdss Pal és Turan Pal sejtette, hogy 777 helyére nem létezik jo példa, azaz
nem lehet megadni {1,2,...,n} egy ,jelentds” részét ugy, hogy az ne tartalmazzon
k hosszi szamtani sorozatot. Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy
stirtiségi indoklas. Ami joval erGsebb mint a Ramsey-tételek szokasos kombinatorikus
bizonyitasa.

Definicié.
re(n) = max{|R| : R C [n], R-ben nincs k hosszt szamtani sorozat}.
Sejtés (Erd6s Pal — Turan Pal, 1936). ri(n) = o(n), ha k > 3,

Azaz minden pozitiv € esetén, ha n elég nagy, akkor ri(n) < en. Az els§ lényeges
eredmény a sejtés kimondésa utdn 20 évvel sziiletett

1. Tétel (Roth tétele, 1956). r3(n) = o(n).

Majd Szemerédi Endre a négy hosszu szamtani sorozatok esetét bizonyitotta,
kés6bb pedig kovetkezett az altalanos eset.
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2. Tétel (Szemerédi Endre, 1975). Minden k > 3 esetén igaz a sejtés. Azaz
rr(n) = o(n).

A sejtés bizonyitasa utan a kérdéskor vizsgalata szinte még pezsgébb lett. Csak
a legkiemelked6bb eredményeket vazoljuk.
A tételt Gjra bizonyitottak

e 1977 Fiirstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

e 2001 Gowers. Bizonyitasa erds kombinatorikus szamelméleti eredményeket és
Fourier-technikat hasznal. A Fourier-modszer hasznalatat Roth vezette be, de
eredményes kihasznalésa tovabbi zsenialis 6tleteket kivant.

Gowers 1j bizonyitasa azért is kiemelkeds, mert az eredeti kombinatorikus, il-
letve kés6bbi ergodelméleti bizonyitas sziikségszertien nem adott becslést az ri(n)
szamokra. A Fourier-modszer alkalmazasa viszont effektiv becsléseket is ad. Igy
mellékeredményként adédott a van der Waerden szamok kovetkezs becslése.

3. Tétel (Gowers-becslés).
,2k+0

Wy (k) < 2%

4. Tétel (Green—Tao-tétel). Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k
hosszi szamtani sorozat.

A tétel oka ismét siirtiségi.

5. Tétel (Green—Tao-tétel, siiriiségi valtozat). Legyen P, = {2,3,5,7,11, pg, . ..
az elsé n prim halmaza. Legyen € tetszdleges (kicsi) pozitiv konstans. Ha A C N
teljesiti, hogy |A N P,| > en végtelen sok n-re, akkor A-ban van k hosszi szdmtani
sorozat minden k pozitiv egészre.

2. Extremalis grafelmélet

Emlékeztetd (BSc). T, (n pontu, k részes) Turan-graf csucshalmaza V', amelyre

V| = n és a cstcshalmazt k diszjunkt osztaly adja ki: V = O U...U O, ahol az
osztalyok ,,majdnem” ugyanakkorak.

A Turan-graf (amely egyszert graf) éleit a kovetkezében irjuk le: x és y akkor
és csak akkor szomszédosak, ha kiilonb6z6 osztalyokba esnek.

Emlékeztetd. Egy halmaz k osztalyra torténd osztalyozasara azt mondjuk, hogy
osztalyai majdnem ugyanakkorak, ha a kévetkezs ekvivalens allitasok egyike/mind-
egyike teljesiil

(i) Minden O osztalyra [O] € {|2],[2]}.
(i) Barmely két, O és O, osztélyra ||O| — |O'|| < 1.

(iii) n—Fk|%] darab [2] méretd és k— (n — k |%|) darab [ %] méretd osztaly van.
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Eszrevétel. T, .k Luran-graf nem tartalmaz k+ 1 elem klikket (ami olyan cstcshal-
maz, amelynek barmely két eleme Osszekotott). Valoban, ha egy ponthalmaz mérete
eggyel nagyobb, mint az osztalyok szama, akkor a skatulya-elv miatt sziikséges, hogy
egy osztalybol egynél tébb elemet vegyilink ki. A Turan-graf definicidja viszont azt
mondja, hogy ez a két elem nem 06sszekotott, a kivett csticshalmaz nem lehet klikk.

A k + 1 elemd klikk hidnya egy kissé altalanosabb észrevételbdl is adodik.

Eszrevétel. T, Osszes részgrafja k szinezhets (a grafot ugy definialtuk, hogy a k
darab osztaly felfoghato k szinosztalynak). Azaz T, ; nem tartalmaz R részgréafot,
ha x(R) > k+ 1 (azaz R nem k szinezhetd).

Az alaptételiink (BSc-s anyag):

6. Tétel (Turan Pal). Ha G n ponti egyszerd graf és nem tartalmaz k elemd
klikket, akkor
|E(G)| < [E(Thk-1)l-

A Turén-tétel egy specialis esete, amikor grafunkban nincs 4 pontt klikk. Ekkor
a tétel azt mondja ki, hogy nem lehet |E (7, 3)|-nal tobb éliink. A feltételiinket ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy grafunk nem tartalmazza a tetraéder grafjat részgrafként
(minden testnek van egy egyszertd grafja, ahol a test csicsai a graf csiucsai, élei pedig
a graf éleinek felelnek meg). Turén tétele bizonyitasa utan a kovetkezs kérdést tette
fel:

Mi van mas szabélyos testekkel? Példaul hany éle lehet egy grafnak, ha nincs
benne oktaéder, vagy ha nincs benne kocka, vagy ha nincs benne dodekaéder?

Definicié.
ext(T,n) = max{|E(G)|: G n pontu, egyszeri graf, T"Z G}.

T-re gy hivatkozunk, hogy tiltott részgraf. n a cstcsméret. A tovabbaikhoz
hasznos, ha bevezetjiik a kovetkezs jelolést: Az n pontu egyszerd grafok osztalyat
jelolje G,,. Tehat G € G, jelentése G egy n pontu egyszerd graf.

Az ext(T;n) fiiggvény vizsgalataval kapcsolatos problémékat Turén-tipusa kér-
déseknek nevezzik. Ez az extremaélis grafelmélet elsé kérdéskore. Az extremalis
grafelméletben bizonyos feltételeknek eleget tevd grafok kozt nézziik meg, hogy bi-
zonyos grafparaméter milyen hatarok kozott valtozik. Azaz a paraméter milyen
extremalis értékeket vehet fel.

Megjegyezziik, hogy Turan P&l kérdése a kocka grafjara mind a mai napig meg-
oldatlan kérdés.

3. Extremalis grafelméleti eredmények

A tovabbiakban feltessziik, hogy a T tiltott grafban nincsenek izolalt cstucsok: Az
izolalt csucsok hozzdadéasa/elvétele csak ott jatszik szerepet, ahol T' mérete megha-
ladja n-et. Ez pedig

Eszrevétel. Legyen I a két pontot és egyetlen élt tartalmazo graf. Ekkor ext(I;n) =
0.
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Ha egy élt tiltunk, akkor nyilvan a maximalis élszam nulla lesz.

Eszrevétel. Legyen A a harom pontot és két élt tartalmazo graf. Ekkor ext(A;n) =
[n/2].

Ha két osszefuto élt tiltunk, akkor minden csics foka 0 vagy 1. Azaz a fokok
osszege legfeljebb n. Az élszam legfeljebb n/2. Mivel az élszam mindig egy termé-
szetes szam, ezért felsd becslésiink igazabol L%J

A mésik iranya egyenlGtlenség bizonyitasahoz konstrualnunk kell egy A részgrafot
nem tartalmazé grafot: Ez egy teljes parositas n vagy n—1 csticson (ha n paritasatol

fiiggGen). Ennek élszama bJ

Eszrevétel. Legyen M, a négy pontot és két nem sszefuto élt tartalmazo graf (azaz
egy két éld parositas). Ekkor ext(My;n) =n —1, han > 4.
Ennek ellenérzése az érdekl6ds hallgatok szamara egy egyszeri feladat.

7. Kovetkezmény. Ha T olyan, hogy |E(T)| > 2, akkor elég nagy n esetén
ext(T,n) > |2].

A tovabbiakban legalabb két éli tiltott részgrafokkal foglalkozunk. A kérmentes
tiltott grafok esete egyszert.

8. Tétel. Legyen T erdd (azaz kérmentes grif; azaz olyan grdf, amely a komponensei
fdk). Legyen T-nek legaldbb két éle. Ekkor ar-n < ext(T,n) < Brn. Azaz ext(T;n)
nagysdagrenje linedris.

A tételben szerepld als6 becslés mar ismert, hiszen tiltott részgrafunknak leg-
alabb két éle van. Miel6tt a tétel nehezebb részét igazolnank felidéziink két fogalmat
és belatunk egy lemmét.

Jeldlés. Legyen H egy graf. Ekkor d(H) a H graf atlagos foka, §(H) a H graf
minimaélis foka.

9. Lemma. G € G, esetén létezik olyan R részgrif (R C G), amelyre 6(R) > dG)

2
teljestil.
Bizonyitas. Egy algoritmus leirasaval kezdjiik a bizonyitast.
A=(G
// A az aktuadlis graf, kezdetben G.
Amig taldlunk x € V(A)-t,agy, hogy da(x) <
A—A—1x.

// Ha egy csucs foka tdl kicsi, akkor nem lehet az outputban.

Nl

A lemma ekvivalens azzal, hogy az algoritmus nem ,,iiriti ki” G-t.
Az algoritmus ad egy kiiiritési sorrendet V(G)re, jeloljik ezt w-vel: 7 : vy, ..., v,,
azaz v; az i-ediknek elhagyott csics (n = |V (G))).

1]

Tudjuk: v1-nek kevesebb mint ¢ szomszédja volt a G grafban. Utana a ve-

2
nek a v; elhagyéasa utan kevesebb mint g szomszédja volt. Bevezetiink ehhez egy
jelolést: d?f‘tra(v)ia v cstcs nagyobb indexii szomszédainak szama. Altaldban igaz,

hogy dt#ra(v) < £ azaz a kiiiritési sorrendre vonatkozolag minden cstics ,hatrafoka”

kevesebb mint g.
Eszrevétel: S d¥%"a(y) = |E|, azaz a hatrafokok Osszege pontosan kiadja az

élszamot. Kz az Osszeg a kiliritési sorozat esetén hatérozottan kisebb, mint ng.

Viszont az élek szdma pontosan ng. Ez ellentmondas, ami a lemmaéat bizonyitja. W
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Ezek utan mar egyszert a bizonyitas vége.

Bizonyitas. (A tételé.) Tovabbra is azt akarjuk bebizonyitani, hogy az extremalis
érték < fBrn. Pontosan megadjuk (r-t: Legyen T' egy tetszdleges erds. Legyen G €
Gn, amelyre |[E(G)| > |V(T)|n (azaz G-ben az atlag fok: % > WTT”" =2|V(T))).
Ekkor G biztos tartalmaz T-vel izomorf részgrafot.

Valoban, a lemma alapjan G-ben van olyan R részgraf, amelyre 6(R) > |V(T)|.
T-t épitsiik fel egy iires grathol dghajtasok alkalmazéasaval. Ez konnyen megtehetd:
annyi ponttal indulunk ahany komponense van 7T-nek, mondjuk c. T legyen a c
pontt iires graf. Mindegyik komponens egy fa, ami egyetlen csticsbol aghajtasokkal
felépithets. A komponensek egyenkénti felépitésével egy {7; }‘Em| grafsorozatot
kapunk, amelyben Tj-nek ¢ éle van, tovabba 1| g1y = T'. Indukciéval igazoljuk, hogy
mindegyik 7; méar megtalalhatoé R-ben is (igy G-ben is).

. /\J\/\&z'\&}\

(] (] ([ .\.

Ha T;-t megtaléltuk, akkor moh6 modon ezt a részgrafot terjesztjik ki egy T;11-
gyel izomort részgraffa. Legyen x az a csiics, amibdl induld aghajtas adja T;, -
et. z minden olyan szomszédja, ami nem reprezental eddigi csticsot (és az ehhez
vezetS él) megteszi az indukcios 1épést. Ilyen szomszéd viszont kénnyen talalhato,
hiszen legalabb |V (T)| szomszéd van, mig 7T; cstcsait kevesebb mint [V(T')| cstcs
reprezentalja. [ |

A faknal joval bonyolultabb grafokra is tudunk valamit.
Eszrevétel. Ha T olyan, hogy x(T) = k akkor ext(T,n) > |E(T,;_1)|.
A fenti észrevételnél joval mélyebb az alabbi tétel.

10. Tétel (Erdés—Stone, Erd6s—Simonovits). Ha T olyan, hogy x(T) = k,
akkor ext(T,n) = |E(Ty11)| + o(n?).

Ugyanez a tétel részletesebben:

11. Tétel (Erdés—Stone, Erd6s—Simonovits). (i) Legyen T olyan, hogy x(T')
k>3 (azaz k —1 — a T-hez tartozo Turdn-grdf osztalyszama — legaldbb 2).
Ekkor ext(T,n) = |E(tyx_1)| + o(n?) (azaz a o(n?) tag egy maradéktag).

(ii) Legyen T olyan, hogy x(T) = 2. Ekkor ext(T,n) = o(n?) (a kordbbi maradék-
tag fétaggd vdlt).
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A fentiek alapjan azonositani tudjuk az érdekes eseteket: Ha T paros, kort tar-
talmaz, akkor a fentiek nem sokat mondanak. Minden mas esetben ext(T';n) nagy-
sagrendje kiolvashato az ismertetett eredményekbdl.

Az érdekes esetben nagyon kevés pontos eredmény ismert. Ha a tiltott részgraf
Cy, Cs, Cyg vagy Koy, K3, akkor ext(T; n) nagysagrendje ismert. Cs, Ca, Chy, .. .,
K4, K45, ..., tovabba a kocka esete nem ismert.

Csak egy eredményt emeliink ki. Amihez el6késziiletek sziikségesek.

Legyen F egy véges test. (Gondolhatunk F,-re, ahol p egy prim. Azaz F, a
{0,1,2,...,p — 1} halmaz a modulo p aritmetikéaval.)

A valos projektiv sik koordinata geometriaja a valos szamokon alapul. Ahogy az
Euklideszi sik koordindta geometriaja is a valés szamok aritmetikdjan alapulva egy
geometriai struktirat hoz létre. A konstrukciok véges tesetekre is végrehajthatok.
Igy kapjuk a PG(2,F) projektiv sikot (a 2-es a dimenziora utal), amely koordinata
geometridja az IF testen alapul. (PG a projektiv geometria két szavanak kezd&be-
tiiibol ered.) Ebben a geometriai struktiaraban a pontok, egyenesek szama véges. A
véges projektiv geometriak alappéldéjat az alabbiakban irjuk le.

Definicié. F2 = {(a,b,c) : a,b,c € F}. Ezen a halmazon definidlunk egy relaciot:
(a,b,c) ~ (a',V, ) akkor és csak akkor, ha talalhato olyan nem-nulla A € F, hogy
(a,b,c) = X', V, ). Ez egy ekvivalenciarelacio. (0,0,0) egy egyelemii ekvivalencia-
osztalyt alkot. Minden mas ekvivalenciaosztaly |F| —1 elemt. Ezen ekvivalenciaosz-
télyok halmaza alkotja a geometriank P ponthalmazat. Azaz F2—{(0,0,0)}|., ennek
elemeit [a, b, c|]-vel, vagy (a : b : ¢)-vel szokas jelolni. Mi az els6 jelolést hasznaljuk.
Az egyenesek £ halmazat ugyanezen ekvivalenciaosztalyokkal azonositjiik. [a,b, c|*
az (a, b, c) vektor ekvivalenciaosztalyanak neve, ha egyenest reprezental. [a,b, c| és
[a, b, ']* akkor és csak akkor illeszkedik, ha a-a'+b-b +¢c- ¢ = 0.

Az igy kapott geometriai struktira minden illeszkedési tulajdonségot teljesit,
amit a valos projektiv sikon megszoktunk (példaul barmely két kiilonb6zs egyenes
pontosan egy pontban metszi egymast). Ezek ellendrzése az [ feletti linearis algebra
ismerdsei szaméara egyszeri gyakorlatok.

Megjegyzés. A fentiekben egy algebrai struktirabol konstrualtunk egy geometriait,
amely szép geometrai tulajdonsigokkal rendelkezik. A forditott logika is természe-
tes. Elvarjuk a szép geometriai tulajdonsagokat (axiomék) és keresiink ezt teljesitd
modelleket. Esetiinkben (az axiomak leirasat itt nem részletezziik) ezek a véges pro-
jektiv sikok. PG(2,TF) csak egy modell (igazabol egy modell-sorozat) a sok lehetGség
koziil.

A fentiek alapjan nyilvanvalo, hogy PG(2,F)-ben [P| = |&] = (|F|* — 1)/(|F| —
1) = [F?| + |F| + 1. Az is kénnyen szdmolhat6, hogy minden egyenesre |F| + 1 pont
illeszkedik.

Konstrukcié (Sok élt tartalmazé graf Cy nélkiil). Legyen p egy primszam. De-
finialunk egy G, egyszerd grafot.

G, cstcsait PG(2,F,) pontjai alkotjak. Két csucs, [a,b,c| és [a/, b, ¢] akkor és
csak akkor szomszédos ha a-a'+b-b' 4+ c¢- ¢ = 0. (Azaz az egyik csics koordinatait
pontként, a masikét egyenesként olvasva illeszkedd part kapunk.)
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Példa. A kivetkezs abréan a p = 2 és p = 3 esetbdl adodo két grafot 1lathatjuk.

Eszrevétel. (i) G,-ben nincs négy hosszii kér. Valoban, ha ilyen elnne, akkor
felvatva pontnak, egyenesnek értelmezve a négy hosszi kor csicsait két olyan
egyenest kapnank, ami két kiillonb6zé pontban metszenék egymast. Ez pedig

nem lehetséges.

(i) |V(Gp)| =p* +p+1=:n.

(iii) Az v = [a,b, | cstics szomszédai az v* = [a,b, c|* egyenesre illeszkedd v-t6l
kiilénbo6z6 pontok. Azaz, ha a v pont nem illeszkedik v* egyenesre, akkor p+ 1
szomszédja van, kiillonben p szomszédja van. Azon v pontok, amelyek illesz-
kednek a v* egyenesre olyanok, hogy koordinatéik teljesitik az 22 +y? +22 =0
egyenletet (modulo p aritmetikdban dolgozunk!). Ez az egyenlet geometriailag
egy kupszeletet ir le. Ismert, hogy pontainak szama p + 1. Azaz p + 1 darap

cstics foka p és igy p? cstcs foka p + 1.

(iv) 2|E(G,)| = p*(p+1)+ (p+1)p = p* +2p* +p, azaz |E(G,)| = (p* +2p* +p) /2.

Az észrevételbdl az élek pontszamtol valo fiiggésének nagysagrendjét emeljiik ki:

|E| ~ in3/?. Ez az extremalis élszdm helyes nagységrendje.

12. Tétel.

Nl

nz.

N —

ext(Cy;n) ~
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