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Most a kombinatorikus szamelmélet Ramsey-tétellel kapcsolatos részét vizsgaljuk
meg kozelebbrél. Elgszor azonban idézziik fel a Bsc-n megtanult Ramsey-tételt.

Emlékeztetd. Legyen [ : F(K,) — {piros, kék} az n pontu teljes graf éleinek tet-
sz6leges 2-szinezése. Egy S C V(K,) halmazt monokromatikus piros halmaznak
neveziink, ha tetszéleges © # y € S esetén f(zy) = piros. Hasonloan értelmezhetd
a monokromatikus kék halmaz fogalma. Egy halmaz monokromatikus, ha monokro-
matikus kék vagy monokromatikus piros halmaz.

Emlékeztetd (Ramsey-tétel, 1930). Ramsey-tétele azt mondja ki, ha k-hoz képest
n elég nagy, akkor K, éleit barhogyan szinezziik piros-kékkel, lesz monokromatikus
k elemi cstucshalmaz. Ez az allitds 2-szinezésre vonatkozik, de altalanosithatod c-
szinezésre is.

Az a hatér, ahonnan kezdve ,n elég nagy” az R(k) Ramsey szam (illetve R.(k),
ha ¢ elemi a palettank).

1. Aritmetikai Ramsey tételek

A kovetkezSkben olyan problémékkal foglalkozunk, ahol adott egy szamhalmaz,
melynek elemeit kiszineztiikk. Majd vesziink egy egyenletet/egyenletrendszert, és
azt vizsgaljuk, hogy megoldhato-e tgy, hogy a megoldas monokromatikus halmaz
legyen.

Az elsé ilyen tételiink az alabbiakban egy lemma lesz. Ehhez a Fermat-sejtés
vizsgalata vezetett el. Eszerint az x" + y" = 2" Diophantikus egyenletnek nincs
nem trivialis megoldasa 2-nél nagyobb egész n esetén. (Ezt a sejtést Wiles 1994-ben
bizonyitotta.)

Megallapodas. Kovetkezokben az alatt, hogy egy allitas elég nagy s szamra teljestil,
azt értjiik, hogy

Van olyan s( kiiszobszam , hogy minden s > p, esetén az allitas igaz.

A nyelvezetet értelemszertien hasznéljuk primekre, illetve hasznalhatnank négyzet-
szamokra, vagy N egy tetszéleges végtelen részhalmazabol vett értékekre.

1. Tétel (Schur-tétel). Legyen adott n € NT. Elég nagy p primre az
@yt =, 2

egyenletnek létezik nem trividlis megolddsa, ahol x =, y jelentése: x =y mod p,
tovdbbd egy x,y, z megoldds akkor nem trivialis, ha x,y,z %, 0.
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Természetesen a p-re vonatkozé kiiszobszam fligg n-t6l. Miel6tt még a tételt
bizonyitanank, sziikséglink van a kovetkezd szamunkra kozponti lemmara.

2. Lemma (Schur-lemma, 1916). Legyen v elég nagy, és ¢ € NT tetszdleges pa-
lettaméret. Vegyiink egy tetszdleges ¢ : {1,2,...,v} = [v] — {1,2,...,c} szinezést.
Ekkor az

r+y=2z, aholx,y, z € [V,

egyenletnek van monokromatikus megolddsa.

Bizonyitas. (Lemma bizonyitésa) Definialjuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelme-

zett teljes graf éleinek egy szinezését. Az ij él szine legyen ¢(|i— j|). Ekkor Ramsey-

tételébdl adododan, ha v elég nagy, lesz monokromatikus harmas (azaz egy harom-

sz0g, melynek minden éle ugyanolyan szint). Igazabdl v = R.(3) egy jo hatar.

Legyen h,i,j egy monokromatikus haromszog cstucsai. Feltehets, hogy h < i < j.

Tudjuk, hogy

p(i—h)=p(j —i)=¢(j —h).

Ekkor az v =i—h, y = 5 —1, 2z = j — h egy megfelel§ megoldasa az egyenletiinknek.

|

A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitasat is.

Bizonyitas. (Tétel bizonyitasa) Legyen p elég nagy prim, és tekintsiik a p elemd
test multiplikativ csoportjanak (F3-nek) a kovetkezd

H={2"|zx €eF,} = {g", ", ...}

részesoportjat, azaz az n-edik hatvényok altal alkotott részcsoportjat (g a Iy, ciklikus
csoport egy generatora). Lathato, hogy ennek a részcsoportnak az elemszama, |H| >
p%l. Ekkor F) felbomlik H szerinti mellékosztalyokra.

F, = miHUmsHU ... UmyH

IF _
W”" = W‘l <n.

Tekintsiik Fy = [p — 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n szinezését, ahol m;H
elemei az i-edik szint kapjak. Ekkor a Schur-lemmét alkalmazva v = p — 1, és
¢ = n paraméterekkel adodik, hogy alkalmas szinre/mellékosztalya (m;H) és ilyen
szinben /ezen mellékosztalyban alkalmas x, y és z elemre (z,y,z € m;H) teljesiil,

hogy x + vy = z. Azaz x = m;zo", y = myo", 2 = myzo" és

A mellékosztalyok ¢ szama ( =

mizo" +miye" =, mizo".
m;-vel leosztva (m; # 0), adodik hogy
20" + Yo" =p 20",

ahol x¢", yo", 20" € H, specidlisan x¢", yo", 20" %, 0.
Ezzel a keresett nem trivialis megoldasokat megtalaltuk. |

c s

is alapul egy fontos definicio.
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Definicié. Legyen ¢ € NT tetsz6leges, ekkor az Sch(c) legyen az a minimalis v
szam, amire [v] tetszéleges ¢ szinezésében lesz monokromatikus {z,y, z}, amelyre
r+y = z, azaz a fenti lemméban az ,elég nagy v’ pontos hatara. Sch(c) a ¢
paraméterd Schur-szam.

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szamunkra az igazi Schur-tétel lesz — to-
vabbi kutatasokat inditott el. Az elért eredmények koziil kiemelkedik az alabbi.

3. Tétel (van der Waerden tétele, 1927). Elég nagy n-re, [n]-nek tetszdleges c
szinezésére lesz monokromatikus k hosszu, nem konstans szdmtani sorozat.

Ismét fontos megemliteniink a tétellel kapcsolatos szédmsorozatot, ami leirja a
tételben szerepld ,elég nagy” fogalmat.

Definicié. Azt a legkisebb n szamot, amelyre a fenti tétel igaz W.(k)-val jeloljik.

A tétel bizonyitasat a kdvetkezs részben vazoljuk.

2. Ramsey-féle tételek pozici6halmazokra

A poziciés jatékoknak sokféle valatozata van, altalaban kétszemélyes jaték, ahol a
két jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablarol, azzal a céllal, hogy
elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Az egyik legismertebb valtozat az améba. Itt a tabla (a poziciok halmaza egy
végtelen sik négyzetracs. A nyerGalakzatok sorban, oszlopban vagy valamelyik atlos
iranyban szomszédos 6t mez6. Egy mésik jaték a Tic-Tac-Toe, ahol a tabla egy
3 x 3-as tablazat, a nyerd alakzatok a sorok, oszlopok és a két alté pozicioharmasai.

A tovabbiakban a Tic-Tac-Toe egy altalanositasat vizsgaljuk. Tablanak a kovet-
kezé lesz.

Definicié. Ul = {poziciok halmaza} = {1,2,... k}<.

Azaz két paraméteriink is van: k a tabla ,,szélessége”, d a tabla dimenzi6ja. Tehat
egy poziciot egy d dimenziés vektorral tudunk leirni, melynek koordinatai 1-t6l, k-ig
terjed6 szamok lehetnek.

Ez a megallapodas természetes. Példaul az eredeti Tic-tac-Toe jaték pozicioi
azonosithatok a

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)

elemekkel. A sakktébla pozicidéinal a szokas az al,a2,...,h7,h8 elemekkel vald
azonositas, habar hasznalhatnank itt is az 11,12,13, ..., 86,87, 88 szdmjegyparokat.
Most lassuk az altaldnos jatékunk nyerd pozicioit.

Definicié. Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,...,k}?, melyhez hozzarendeliink egy
L. ={P,P,,..., P} egyenest, ahol P; azt a poziciot jeloli, amelyet ugy kapunk,
hogy e-ben a csillagokat i-vel helyettesitjiik.

Azaz egyenesen poziciok olyan halmazat értjiik, melyhez van indexeknek olyan
nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili koordinatéi fixek, beliil pedig minden ko-
ordindtaja ugyanazt az értéket veszi fel. U¢ minden egyenese k darab poziciot
tartalmaz.
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Példa. A kovetkezs abran k = 3, és d = 2 esetre lathatunk példat. Az (1 %)
egyenesen (zo6ld szint), olyan pontok vannak melyek elsé koordinataja 1, és S = {2},
ugyanis a masodik koordinata mindig annyi ahanyadik pontot vessziik, vagyis az
(1 %) egyenesen az (1 1), (1 2) és (1 3) pontok helyezkednek el. A (x *) egyenesen
(piros szintd) az (1 1), (2 2) és (3 3) pontok vannak. Nyilvan a masik atl6 nem lesz

mar egyenes. Ebben az esetben Osszesen 7 darab egyenes van.
"

(13) (2.3 3)

(12 21%) 3-2)

(11) 2 (31)

Megjegyzés. Az U tablan (k + 1)¢ — k% darab egyenes van.
Mielott kimondanank & tételiinket altalanositsuk az egyenes fogalmat.

Definicié. Az U{ tablan egy e-dimenzios alteret egy a € {1, g, ..., %¢, 1,2,..., k}?
vektorral irhatunk le, amelyben minden indexelt csillag legaldbb egyszer szerepel.
Az ezzel leirt A, altér elemeit ugy kapjuk, hogy a *;-ket ugyanazzal az {1,2,... k}-
beli elemmel helyettesitjuk (kiillonb6z6 i-kre egymastol fiiggetleniil). Azaz egy e-
dimenzios altér k¢ darab poziciot foglal el. Az e = 1 esetén az 1-dimenzios altér egy
egyenes.

Lassuk a fejezet {6 eerdményét.

4. Tétel (Hales—Jewett-tétel, 1963). Minden k-ra (minden tdblaszélességre),
minden c-re (minden paletta méretre) elég nagy d esetén az U tdbla pozicidit tet-
szdlegesen c-szinezve lesz monokromatikus egyenes.

Ezt Ggy is értelmezhetjiik, hogy a fenti tablan elég nagy dimenzi6 esetén, ha c
jatékos osztozik a pozicidkon, akkor nem lehet dontetlen, azaz valamelyik jatékos
elér/szinosztaly tartalmaz egyenest/nyer6 pozicihalmazt.

Megjegyzés. Hales—Jewett-tételbdl kivetkezik a van der Waerden-tétel:

k legyen a van der Waerden tételben keresett szamtani sorozat hossza. A Hales—
Jewett-tételben ehhez (mint tablaszélességhez) tartozik egy d dimenzi6. Legyen
n = k. Tekintsiik a {0,1,...,n — 1} halmazt és elemeit frjuk k-as szdmrendszerbe.
Ha atiraskor a szamjegysorozatokat 0-kal el6lrsl kiegyészitjiik d hosszuva, akkor

{0,1,....,n =1} «—{0,1,... k —1}¢

bijekciot kapunk. Azaz a van der Waerden tételében szerepld szamainkat azonosit-
juk egy téabla pozicidival. A van der Waerden tételének szinezése megfelel tablank
egy Hales—Jewett-féle szinezésének, amiben a Hales—Jewett-tétel garantal egy mo-
nokromatikus egyenest. Ennek pozicidit visszakoédolva szamokka kapunk egy mono-
kromatikus k hosszi szamtani sorozatot, ahogy Van der Waerden tétel allitja.
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Definicié. Azt a minimélis dimenziot, amelyre a fenti tétel igaz H J.(k)-val jeloljik.
Ezek a k, ¢ paraméterti Hales—Jewett-szamok.

Bizonyitas. (Bizonyitéas vazlat) A bizonyitas k-ra, azaz a tablaszélességre vonatkozo
teljes indukcioval torténik.

k = 2 esetben vegyiik észre, hogy a 00...000, 00...001,00...011,...,01...111,
11...111 azaz monoton sorozattal leirt poziciok (d + 1 elemt) halmaza olyan, hogy
barmely ketté egy egyenest alkot. Ha d > ¢, akkor a skatulya-elv garantal két
egyszintd elemet, azaz monokromatikus egyenest.

Az indukciés 1épés: Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel (HJ-Allitas(k)) és k+ 1-
re kell belatni (HJ-Allitas(k 4 1)). Ez a nehéz rész. Két részre bontjuk. Bevezetiink
egy koztes allitast, jelolése: Allitas(k + 1). A bizonyitds menete HJ-Allitas(k) =
Allitas(k + 1) = HJ-Allitas(k) lesz.

A kozbiilsg allitas megfogalmazésahoz (bizonyitasunk érdemi részéhez) elkészii-
letek kellenek.

Téablank U 1 lesz. Azaz megtessziik a ,szélesités” lépését. Egy e paraméteriink
lesz, ami egy altér dimenzidja. Azaz ismét nehezitiink, egyenes helyett egy el6irt
nagysagu alteret keresiink. A szinezettségnél viszont konnyitiink. Monokromatikus-
sag helyett beérjiik az aldbbi szépen szinezettséggel.

Altertinket elemeit azonositjuk Uy, , pozicidival. Ebbdl kivalasztjiik az alabbi
részhalmazt

S gel
Uipr 2 {(a1,a9,...,a.) : haa; =k+1,akkor Vj >irea; =k+1}= Sp, ;.

Azaz S}, ,-t megkaphatjuk a kovetkezé modon
Skt = U S£+1(i)a
i=0

ahol Sj_(7)-ben azok a szam e-sek vannak, amelyben az els6 e — 7 darab legfeljebb
k, majd ¢ darab k + 1-es kovetkezik.

Példa. k = 6 és e = 2. Az SZ(2)-nek a fekete négyzet felel meg, mivel ekkor mar
a;-t6l 6-os szamjegynek kell allnia mindenhol. A zold téglalap az SZ(1)-et, a piros
négyzet az Sg(0)-at jeloli. A nem bekeretezett rész nem felel meg a feltételnek, mert
az elsd helyen 6-os all, viszont az utana kovetkezé helyen méar 6-nél kisebb szam all.

(1.6) o .. ° o (6.6)
(105) ° o o o |6
1 ¢ o o o |G
D ¢ o o o |G
(1.2) [ ] [ ] [ ] [ ] (6.2)
O R KCK)

Példa. Az alabbi abran e = 3 eset lathato. A | piros kocka’= S3(0), ,,zold téglatest”=
S2(1), ,kék téglatest”= S2(2) és ,,vildgoskék kocka’= SZ(3).
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Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S; (i) halmaz monokromatikus.

Megjegyezziik, hogy az S, (i) halmazok (i = 0,1,2,...,e) nem fedik le a tablat.
A le nem fedett részre semmilyen szinezési feltételiink nincs. A kiilonbo6zé i-k altal
kijelolt részek fiiggetlenek. Mindegyikiikon monokromatikusnak kell a szinezésnek

lennei, de a kiilénbo6zs részek lehetnek kiilonb6z6 szintiek (ahogy azonos szintiek is).
Ezekutan kimondhatjuk a kozbiilsé allitasunkat:

5. Allitas (Allitas(k + 3)). Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban UL,
pozicioinak tetszdleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhato olyan e-dimenzids altér,
ami szépen szinezett.

Allitas(k + 1) = HJ-Allitas(k): Valasszuk e-t HJ-Allitas(k) allités palettameére-
tének és a kozbiilss allitas elég nagy dimenzidjaban dolgozzunk. A kozbiilss allitas
e + 1 halmaz monokromatikussigat irja el6. A skatulya-elv alapjén lesz kettd, ami
azonos szind. A Hales—Jewett-allitas igazolasa onnan adodik, hogy az Sj_ (i) hal-
mazok koziil barmely ketté unioja tartalmaz egyenest. (A példak tanulméanyozéasa
utan egyszertien ellendrizhetd.)

HJ-Allitas(k) = Allitas(k+1): e-re vonatkoz6 indukciéval igazoljuk az Allitas(k-+
)-t.

e = 1 konnyen adodik: Uf,, pozicioi tartalmazzak a keskenyebb Uj tablat,
amiben feltevésiink garantal monokromatikus egyenest. Ez a nagyobb tabldban egy
egyenes része lesz (a % most mar a k + 1 értéket is felveheti). Azaz a nagyobb
tablan a megfelel§ egyenes a keskeny, de monokromatikus egyenes egy poziciéval
vald bévitése. A monokromatikussig elveszhet, de mindenképpen szépen szinezett
egyenest /1-dimenzios alteret kapunk.

e-r6l e + 1-re valo ugras: Az elég nagy d dimenzidt d' + d” alakban keressiik,
ahol mindkét tag megfeleléen nagy lesz. Vegyiink egy tetszéleges szinezést. Meg
kell talalnunk a szépen szinezett e 4+ 1-dimenzios alteret. Minden poziciénak lesz
egy elsé d’ koordinataja, ez a pozicid eleje és lesz utolso d” koordinatéja, a pozicio
vége. (A tablank két kisebb dimenzios tabla szorzata.) A pozicio elejét rogzitsiik.
A rozgitésre a lehetdségeket U,f’ﬂ pozicidival azonosithatjuk. KEgy rogzitéshez a
lehetséges végek U, ,fll pozicidival azonosithatok. Ebben mindegyik vég (a rogzitett

elejével) leir egy szinezett poziciot a teljes tablaban. Azaz a rogzitéshez tartozik
k+1)7

[

egy szinezett U, ,‘fll. Erre ¢! " darab lehet6ség van. Mindegyiket felfoghatjuk egy
nSzuper-szinnek”. Azaz U, gjrl tablanak van egy szuper-szinezése. Erre tudjuk a HJ-
Allitas(k)-t, és igy talalhato benne egy szépen szinezett egyenes (lasd e = 1 esete).
Az egyenes kijelolése: els§ d' koordinatat ,,csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik’”.

A szépen szinezett egyenes S (0) részhalmaza monokromatikus, azaz mindegyik
eleméhez — pozici6 el6hoz — ugyanaz a szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett U, 1?11
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tabla tartozik. d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenzios szépen szinezett
altér. Ezen altér kijelolése: az utols6é d” koordinatat ,,csillagozzuk *i, %o, . .., *.-vel,
illetve rogzitjiik”.

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e+ 1-dimenzios alteréhez vezet

(a csillagok sorrendje: *,%q,%9,...,%.). Azt alitjuk, hogy ez szépen szinezett. Ez
konnyen ellendérizhetd, ami a bizonyitast befejezi. |
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