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1. (Cstcs)szinezések

Ebben a fejezetben egyszeri grafokkal dolgozunk, tehat itt minden grafon egy-
szer grafot fogunk érteni. EmlékeztetGként idézziink fel néhény kordbban tanult
definiciot és tételt.

Definici6. Egy ¢ : V(G) — N7 leképezést a G graf egy (cstcs)szinezésének nevez-
ziik. A c(v) szamok a cstcs szinei.

Definicidé. A G graf egy szinezése jo szinezés, ha minden e € E(G) élre e = uv
esetén c(u) # c(v).

Definici6é. A G graf egy szinezése k-szinezés, ha a felhasznalt szinek szama k.
Definici6. Egy G graf kromatikus szama
X(G) = min {k : G-nek létezik jo k-szinezése} .

Definicié. A G graf esetén egy F' C V(G) csticshalmazt fiiggetlen ponthalmaznak
neveziink, ha barmely két F-beli pont kozott sincs él.

Definicié. a(G) = max {|F| : F fiiggetlen ponthalmaz G-ben} .

Definicié. A G graf esetén egy K C V(G) csiucshalmazt klikknek neveziink, ha
barmely két K-beli pont kozott van él.

Definici6. w(G) = max {| K| : K klikk G-ben}.

Eszrevétel. Tetsz6leges G grafra y(G) > w(G). Ez kovetkezik abbol, hogy egy klikk-
ben minden cstcsnak méas-més szint kell adnunk jo szinezésnél.

1.1. A kromatikus szam és a derékbdség paraméter

Tétel (BSc). Létezik olyan {G,} grdfsorozat, melyre teljesiil, hogy w(G,) = 2 (azaz
G hdromszégmentes), illetve x(G,) — 00, ha n — 0.

11-1



Vegyiink egy olyan grafot, amelyben nincs haromszog. Tegyiik fel, hogy ennek a
grafnak egy pontjaban allunk. Ez a pont a szomszédaival egyiitt egy csillagot feszit
ki, ami az eredeti graf részgrafja. Egy ilyen helyzet lathato a fenti dbran. Ezen lokalis
részeket latva semmilyen nehézséget nem érzékeliink. A graf globalis szinezéséhez
sziikséges szinszam tetszGlegesen nagy lehet. A kromatikus szam vizsgalata nehéz
probléma (szerepel Richard Karp 1972-ben 6sszegytijtott 21 NP-teljes problémaja
kozott).

Definici6. Tetszoleges G graf esetén rogzitsiink egy o € V(G) csucsot, és tetszéleges
r € NT esetén definialjuk a kovetkezs részgrafot:

B(o,r) =G |{v€V:d(o,v)§r}a
ahol d(o,v) a legrévidebb ov 1t hosszat jeldli.

Az el6z6 példanal erdsebb feltétel is adhatd. Az el6z6 példaban B(o, 1) esetén
lattuk, hogy a kromatikus szam tetszélegesen nagy lehet, de nem kell az r-et 1-nek
valasztani, tetszGleges sugar esetén is igaz, hogy a kromatikus szam tetszd6legesen
nagy lehet. Az, hogy a G grafban nincs haromszog, ekvivalens azzal, hogy w(G) < 2,
azaz B(o,1) csillag, azaz B(o, 1) péaros graf. Hasonloan B(o,r) is paros graf, és ez
azzal ekvivalens, hogy G-ben nem létezik 2r + 1 hosszd, vagy rovidebb paratlan
kor. Ha tovabb erdsitjiik a feltételt, és azt mondjuk, hogy G-ben legyen minden kor
legalabb 2r 4 2, akkor minden rogzitett o kozéppontra B(o, r) egy fa, és még igy sem
tudjuk elérni, hogy a globalis kromatikus szam ne legyen tetszélegesen nagy.

Definici6. A G graf derékbdoségének (girth) nevezziik azt a g(G) szamot, amelyre
g(G) = min {l : G-ben létezik [ hosszu kor} .

A kovetkezdkben arra keressiik a vélaszt, hogy, ha adott egy v és egy 7 pozitiv
egész szam, akkor létezik-e olyan G graf, melyre v < g(G) és x(G) > 7.

1. Tétel (Erdss Pal). Bdarmely v, 7 € Nt szdmokhoz létezik olyan G grdf, amelyre
9(G) > v és x(G) > 7.

Bizonyitds. Nem konstruktiv bizonyitast adunk a tételre. (Konstruktiv bizonyita-
sok is léteznek, de azok nehezebbek.) A kovetkezSkben egy valoszintiségszamitasi
modszeren alapuld bizonyitast mutatunk meg.

Legyen V egy n elemii csicshalmaz. Most csak annyit kell tudnunk n-rél,
hogy elég nagy. A tovabbiakban is fogunk ilyen el6re kijelentett ,igéreteket” tenni,
és ezeket vastag bettitipussal fogjuk jeldlni. Majd a bizonyitas végén megmutatjuk,
hogy ezek az igéretek valoban teljesiilhetnek. Barmely V-beli pontparra behizzuk
a kozottiik 16ve élt, de csak p valoszintiséggel. Nyilvan ebbdl kovetkezik, hogy 1 —p
valészintiségel nem huzzuk be kozottiik az élt. A p értékét késébb adjuk meg,
most elég annyi, hogy 0 < p < 1. Ezzel a médszerrel felépithetiink egy grafot, ez
az Erdgs-Rényi véletlen grafmodell (G, ).

Bevezetiink egy 1j paramétert, legyen ez t, és jelolje A; azt az eseményt, hogy
a(@) < t. Ez azt jelenti, hogy G-ben nincs ¢+ 1 elemi fiiggetlen ponthalmaz. Jelolje
Fr pedig azt az eseményt, hogy R fiiggetlen ponthalmaz G-ben. Ekkor a modellbgl
azonnal kovetkezik, hogy

P(Fa) = (1-p)(2).
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Ervényes tovabba az alabbi sszefiiggés:

PA)=1-P| |J Fr|. (1)
RCV
|R|=t+1

Ez a bonyolultnak tiing kifejezés méaris egyértelmiivé valik, ha szavakba ontjiik, hogy
mit jelent. Annak a valosziniisége, hogy a(G) < t, megegyezik annak a valoszin-
ségével, hogy nem létezik ¢ 4+ 1 elemd fiiggetlen csticshalmaz, ami pedig 1 minusz
annak a valdszintisége, hogy létezik ¢ + 1 elemii fiiggetlen csticshalmaz, és pontosan
ezt jelenti az (1) egyenlGség jobb oldala.

Felhasznalva azt a mértékelméleti tényt, hogy

P (U E> <3 B(E). )

azt kapjuk, hogy t41
Pa) =1 () (1 -p)(2). ®)

Felhasznaltuk azt is, ho ( tﬁl) tag uniojat kell nézni, illetve az uni6é mogott allo Fr-

gy
(t+1)
2 (")SSZGfl"lggéS. Tovabb alakitva a (3) egyenl(”)tlenséget,

] ()

A t paramétert a kivetkez6kben tgy valasztjuk majd meg, hogy a (4)
egyenlet jobb oldala nagyobb legyen mint %, illetve az n ,sokkal nagyobb”
legyen, mint a t.

Attériink egy uj gondolatmenetre, amely a derékbdség nagysaganak garantalasa-
hoz vezet. Jeloljiik {,-val azt a valoszintiségi valtozot, amely megadja a v-nal nem-
hosszabb korok szamat G-ben. Keressiik ennek a varhato értékét. Ehhez vezessiik
be a

re igaz a P(Fg)
azt kapjuk, hogy

1 t(t+1)
PA)>1—n(1—p)(3) 1) — 1 {n(l—p)

N |+

fo = 1, haC C G,y
“7 o, kilsnben

valoszintségi valtozot, ahol C' egy lehetséges kor. Ekkor

_]E< 3 gc>=§j< > E(5c>>. (5)

C hossza <+ =3 \C hossza =l

Ha a C hossza [, akkor E ({¢) = p'. Hany darab [ hosszi kor van? A valasz (1) (1721)!,

ugyanis a Csﬁcsokat (”) féleképpen valaszthatjuk ki, és ezeket a kivalasztott [ pon-
tokat ( felekeppen rendezhetjiik korbe. Felhasznélva az

— 1) _ _ ! I
n\ (1 1).:n(n 1)...(n l—|—1)<£<n_
l 2 21 — 2076
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egyenlGtlenséget, felirhatunk E (&,)-ra egy felsé becslést:

2 l 2l L2 ¥ vy
n n'p np np
(5):E(§W>SZEPZZZTS (6) SW( 6).
1=3 =3 =3

A (!) becslésnél feltessziik, hogy np > 1. Tovabba p-t agy fogjuk megva-
lasztani, hogy
(np)” _n
_— < J—
6 T 1
teljesiiljon. Ha ez teljesiil, akkor a Markov-egyenl6tlenségh6l adodik, hogy
n 1
]P’( < —> > —.
S 2 2
Ezek utén felirhatjuk a P (A; A (&, < %)) > 0 megallapitast, mivel a A két oldalan
allo események valodszintisége kiilon-kiilon legalabb %
Ebbdl kévetkezik, hogy létezik olyan G graf, amelynek n csiicsa van, és amelyre
teljesiil a kovetkezd két allitas:

e A G-ben 1év6 y-nél nem hosszabb korok szama 5-nél kevesebb.
° Oé(G) <t.

Vegyiik ezt a G grafot, és minden y-nél nem hosszabb korbdél hagyjunk el egy-egy
pontot, jelolje az igy kapott grafot Gy. Ekkor Gy-ban nincs legfeljebb v hosszusagi
kér (g(Go) > ), csticsszama legalabb 2, azaz |V (Go)| > 5, és a(Gy) < t. Tovabba
igaz a w2
X(Go) 2 == =5, 27

becslés is, feltéve, hogy n > t, azaz, ahogy azt a bizonyitas elején is irtuk,
n elég nagy. Abbdl, hogy

(np)” _n

6 4
adja magat a p valasztasa. Ugyanis keressiik p-t agy, hogy v(np)? = n, azaz p =

1
% (%)7 . A p-re ebbdl mar kovetkezik, hogy mindig 0 és 1 kozott van, illetve az is
1

np > 1. Bevezetd analizisbél ismeretes, hogy (1 — %)n et s6t (1 — p)% < <

Ekkor .
[n(l —p)grl = [ﬂ ((1 —p) )pz]

pt

=

Y

és t értékét ugy akarjuk megadni, hogy <(1 — p)%> P < n—12 teljesiiljon. A t paramétert
ezek alapjan konnyen meghatarozhatjuk:
41nn

1\ 2 1 : t
) s e e n? e Y o e = .
n? 2 P

Az esetleg hidnyz6 igéretek ellendrzése egyszerii aritmetikai szamoléds. Azokat elvé-
gezve a tétel bizonyitasa itt véget ér. O

Eszrevétel. A fenti bizonyitas ,egyszertsége” azon alapul, hogy mindenhol kénnyen
talaltunk nekiink megfelel6 becslést.
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1.2. Nem k-szinezhetd grafok

EmlékeztetGiil megint idézziink fel két allitast:
e (G nem 2-szinezhet6 <= G-ben létezik paratlan hosszi kor.
e G nem 3-szinezheté <= G-nek részgrafja a Ky (K, = 4 csucsu teljes graf).

Eszrevétel. A masodik allitasaban a = irany nem teljesiil, és nem is tudunk jo
jellemzést adni arra a problémara.

A kovetkezékben Hajos Gyorgy modszereivel probalunk arra kovetkeztetni, hogy mit
mondhatunk akkor, ha egy graf nem k-szinezhetd.

Definici6. A kovetkezékben definidlunk harom grafokon elvégezhets operaciot.
(Opl): El vagy cstics hozzdadasa a grafhoz. (Bovités.)

El 1 vagy cstic csucs
hozzéadasa

(Op2): Két nem szomszédos cstcs (z,2') azonositasa. Ha x csics szomszédsagat
N(z)-szel jeloljiik, akkor az tsszevonassal keletkezett pont szomszédsaga megegyezik
N(z)U N(z')-vel.

(Op3): Hajos-operaci6 (Hajos, (G, G")). A formélis definicio szerint inkabb abréaval
szemléltetjiik az operaciot:

2. Lemma. Ha G és G' nem k-szinezhetd, akkor G, G és Hajos(G,G") sem k-
szinezhetd.

A 2. Lemma nyilvanvaléan ekvivalens a kévetkezdvel:
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3. Lemma. Ha G*és G k-szinezhetd, akkor G is az. Ha Hajos(G, G') k-szinezheld,
akkor G vagy G’ is az.

Eszrevétel. Gés G esetén a 3. Lemma nyilvanvald, ugyanis tobb objektum esetén
nehezebbé valik a szinezés. Hajos(G, G') esetén is egyszert az allitas.

Definici6. A G graf Hajos-konstrualhatd Ky, 1-ekbdl, ha létezik olyan G, Go, ... G|
sorozat, hogy mindegyik G; vagy Kj.1, vagy a korabbi grafokbol a fent leirt harom
operaci6é valamelyikével nyerhetd.

Kovetkezmény. Ha G Hajos-konstrualhato, akkor G' nem k-szinezhetd.

A kovetkezmény bizonyitasa teljes indukcidval torténhet.

Eszrevétel. Nyilvan Gy mindig csak K1 lehet, Gy pedig csak K 1 vagy egy olyan
graf, ami Ky, 1-b6l (Opl) operacioval kaphato ((Op2) nem alkalmazhato teljes gra-
fokra).

Példa. Bizonyitsuk be, hogy az 5-kerék nem 3-szinezhetd.

QY y'o y
O \e e/ O Yy /O
S\ & RAVAN
G 2 9 G / / 4 e
Y Y
I R - /
Hajoés, ..(G1, GQ)O%O x ° x
\O/
x=a

Elgszor a Gy és Go grafokon hajtjuk végre az (Op3) operaciot, ezért az igy kapott
G5 graf nem 3-szinezhets. A G5 grafon pedig az (Op2) operéaciot hajtjuk végre, és
az eredmény a szintén nem 3-szinezhet§ G, graf lesz, amit 5-keréknek neveziink.

4. Tétel (Hajos Gyorgy). G nem k-szinezheté <= G Hajos-konstrudlhatd Ky 1-bdl.

Bizonyitds. A <= irany nyilvanval6, a = iranyt pedig indirekt moédon bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy létezik ellenpélda, azaz létezik olyan G nem k-szinezhet6 graf,
ami nem Hajos-konstrualhato. Tegyiik a G grafot telitetté, azaz adjunk hozza éleket
mindaddig, amig az ellenpéldara vonatkozo két tulajdonsag teljesiil. Igy kapjuk a G*¢
grafot. A bizonyitas folytatasa elétt sziikségiink van néhany definiciora, illetve egy
nagyon fontos lemmara. A 4. Tétel bizonyitasat a lemma bizonyitésa utan folytatjuk.

Definicié. Egy G graf teljes r-részes graf, ha a V(G) cstucshalmaz r darab osztaly
unioja, és az F(G) élhalmaz pedig az osszes keresztél az osztalyok kozott.

Példa. 4-részes teljes graf példaul a kovetkezé:
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Definici6. A teljes r-részes graf ekvivalens definicioja a kovetkezd: az egyenlének
vagy nem Osszekotottnek lenni” relacio ekvivalenciarelacio, tovabba az ekvivalecia-
relacié osztalyainak szdma r.

5. Lemma. G teljes r-részes grdf.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt modon torténik. Tegyiik fel, hogy G*! nem teljes
r-részes graf, azaz az egyenlének vagy nem 0Osszekotottnek lenni” relacié nem ek-
vivalencia. Ekkor nyilvan csak a tranzitivitas sériilhet, azaz léteznek olyan x,y, z €
V(G kiilonb6z6 pontok, hogy zy, zz ¢ E(G), de yz € E(G'). Ekkor elvégez-
hetjiik az (Op2) bévités operaciot kétféleképpen:

tel
Gy

Gtel <
‘ .
Ha erre két grafra végrehajtjuk a Hajds (G GEY) operaciot, akkor a kovetkezd

grafot kapjuk:

ry,x’ z’

A kapott grafban minden G!-beli a pont azonosithaté a neki megfelel6 Gi-beli
a’ ponttal ((Op2)). Igy megkapjuk a G grafot. Ez azt mutatja, hogy G Hajos-
konstrualhato, és ez ellentmodés. O
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Hajos-tétel bizonyitdsdnak folytatdsa. Emlékezziink, hogy a tételt indirekt modon
kezdtiik bizonyitani, azaz feltettiik, hogy létezik olyan G nem k-szinezhets graf,
ami nem Hajos-konstrualhato. Telitettiik a G grafot, és az igy kapott G grafrol
belattuk, hogy teljes r-részes graf. Folytatva a bizonyitast két eset lehetséges.

1. eset: Ha r > k + 1, akkor G* grafnak létezik egy k + 1 ponti teljes rész-
grafja, ugyanis minden osztalybol egy tetszéleges csticsot kivalasztva egy ilyen
részgrafot kapunk. A részgrafsig miatt G megkaphato K ,-b6l egyszeri
bévitesekkel, azaz az (Opl) operacié tobbszori alkalmazasaval. Ez viszont el-
lentmond annak, hogy G*! nem Hajos-konstrualhato.

2. eset: Ha pedig r < k, akkor nyilvanvalo, hogy G'* graf k-szinezhetd, ami
szintén ellentmondas.

Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, igy ezzel a Hajos-tétel bizonyitasa véget
ért. 0
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