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2 7. Parositasi tételek.nb

7. Eloadas

Emlékeztetd: Javitd ut, Javitdé ut kezdemény, Mohé javité ut
keres6 algoritmus, Edmonds algoritmus

7.0.1. Definicio
Egy P utat javito utnak neveziink egy M parositasra nézve, ha az ut paratlan hosszu,
kezdo- és végpontjai nem pdarositottak, és minden paros sokadik éle eleme az M

parositasnak.

7.0.2. Definicio
A P: vy, e, vy, e vy, .., Viko2, k-1, Vk-1, ek Vi egy (M-re vonatkozd) javito ut

kezdemény, ha v, parositatlan, és minden paros indexii él eleme M-nek.

Moho javité ut keresé algoritmus |

Kiindulé lépés: M egy parositds a G grafban.Cy C V(G)\ V(M) = V(M): kiindul6

cimkek, azaz a 0-hosszu javito Ut kezdemények halmaza (parositatlan pontok halmaza).

Cimkézés: Ha taltalunk egy a csucsba vezetd javitd Ut kezdeményt, akkor cimkézziik meg
a csucsot: ,.kiils6”-vel, ha paros hosszu az ut, €s ,,belsé”-vel, ha paratlan. Az algoritumus
mohosdga miatt feliiliras nincs, a cimkehalmaz folyamatosan boviil.
Definialjuk a kovetkezo halmazokat: K = {,kiils6” cimkéjii pontok},
B = {,bels6” cimkéjii pontok}, C = {cimkézett pontok} = K |J B. Kezdetben
C=K=Cy,B=0.
Cimkebdvités: Keressiink egy k kiilsé pontnak egy cimkézetlen s szomszédjat (s ¢ C). A
kovetkez6 harom eset lehetséges:

— (s & V(M)): sparositatlan, tehat javito utat talaltunk,

— (s € V(M)): Legyen s M menti parja s’, ekkor s belsd, s’ kiilsé cimkét kap, bovitjiik

C-t ¢és folytatjuk a keresést,
— elakadas: sikertelen keresés.

Edmonds algoritmus |

Kiindulé lépés: M egy parositds a G gratban.Cy = V(G)\ V(M) = V(M): kiindul6

cimkek, azaz a 0-hosszu javito Ut kezdemények halmaza (parositatlan pontok halmaza).

Moh¢ _javité ut keresés: Cimkenovelés elakadasig, mely sziikségszertien bekovetkezik,

mert a keresés az Osszes pdarositatlan pontbol indul, és az elért pontokat mindig
megcimkézziik, és cimkét nem irhatunk at.
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7. Parositasi tételek

A kérdés a kovetkezd: (x) Vajon létezik-e olyan kk’ €1, amelyre &, ki’ € K? Harom lehetdség

van:
— Osszeolvaszté 1épés: k -t és k-t kiilonbdzé Cy-beli csucsokbol érte el a keresés, és

mivel Iétezik k k' él, igy talaltunk javitd utat.

— Zsugorito lépés: Olyan k és k' kozott halad €1, melyeket azonos r € Cy-bol induld
keresés ért el (7.1 abra). Ebben a 1épésben egy kor ponthalmazat egyetlen pontba
hazzuk 6ssze, majd a kapott uj grafra folytatjuk az algoritmust.

— Felado lépés: Nincs ilyen, tehat sikertelen a keresés.

7.1. abra

Keletkezik egy C kor,
mivel létezik olyan a csucs,
ahol a keresés kettévalik.

7.0.3. Definicio
Egy G grafban egy C, kor zsugoritdasan a kovetkezo G grafot értjiik:
- V(G) = (V(G) \ V(C) ) U {c.}, ahol c. & V(G) egy ij pont
— E(@) =EG)\ {uv € E(G) : uyv € V(C,) }, azaz a C,.-n beliili éleket elhagyjuk a graf

élhalmazabdl
- I(G) = I(G) |(V(€?)\{c}) x E(G)

Minden G-beli pontnak van egy képe V(G)-ben. Ezt formalisan a kovetkezd leképezéssel
v, hav € V(G)\V(C,),
c, hav € V(C,).

U{(ce :e=xyeEG), x eV(C,) )}

irhatjuk le: p: V(G) » V(G): p(v) = {

7.1. Az Edmonds algoritmus hianyzoé részei

Az Edmonds algoritmus kétféleképpen allhat le: vagy talalunk javité utat, vagy sem. A
probléma az, hogy a leallas tobbszordsen zsugoritott grafokban torténhet.
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4 7. Parositasi tételek.nb

Az els6 lemma megmondja, hogyan kell egy tobbszérdsen zsugoritott grafban talalt javitd

utat visszavezetni az eredeti grafra.

1. Lemma: Ha egy G zsugoritott grdafban van M parositasra vonatkozo
P javité ut, akkor az eredeti G-ben is van M-re vonatkozé P javito ut.
(E? a G grafban talalhato C paratlan kor osszezsugoritasaval nyert
graf, M az Gssze nem hiizott M-beli élek. )

Bizonyitas
Hérom esetet kiilonboztethetiink meg:

1. eset: Ha P-nek ¢ nem pontja, akkor P valaszthato P -nek.

2. eset: Haa ca P ut belsé pontja, ekkor a P G-beli 6se a (7.2) abran lathatd. A
viés v, melyek extrém esetben egybe is eshetnek (7.2) abra a zsugoritas soran Pc
pontjaba esnek. Ezen a ponton athalad a P javitd ut, ezért P egyik ra illeszkedd éle

parositott lesz. Ekkor P 3sében ez a parositott él v;-re vagy v,-re illeszkedik. Tegyiik
fel, hogy v;-re illeszkedik. Ez csak tgy lehet, ha v, = a. Igy kénnyii vi-et v,-6t a C kor
egyik ivével 6sszekdtni tigy, hogy P javito utat kapjunk.

3. eset: Haaca Pt kezdépontja, akkor P &se egy P 1t lesz. Egyik végpontja
egy parositatlan cstics, masik végpontja pedig a C kor egy cstucsa, nem feltétleniil
pérositatlan. fgy P' nem sziikségszeriien javité t. P'-6t meghosszabbitjuk C egyik a-

ba vezetd ivével, ugy, hogy egy P javitd uthoz jussunk. Az a ¢ V(M) (P ekkor nem
indult volna le nem fedett csticsbol). igy P az M-re vonatkozé javito tt.

||
7.2. abra
1. eget 2. ESET 3 eset
& B ﬁ .
G C
‘\."1 a
— G

=
extrém eset Q
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7. Parositasi tételek

A paros grafokra kidolgozott tételeket Kkiterjeszthetjilk tetszdleges grafokra. Ennek
érdekében sziikséges a kovetkezd definiciok ismerete:

7.1.4. Definicio
€(R) = C;(H-R)—|R

komponenseinek szama, (C;(H —R) a pdratlan pontszamu komponensek szama R

, ahol R C V(H), ahol C;(°) a graf paratlan pontszamu

elhagydsa utan).

7.1.5. Definicié
J0(P) = |V(H)| —2| P| = parositatlan pontok szama, ahol P C E(H) parositas.

Eszrevétel: €(R) = C;(H — R) — |R| =< 0(P), ahol R C V(H), és P C E(H) parositas.

A (H —R) paratlan pontszdmu komponensein beliil legalabb egy-egy pontot kihagy a
parositas. Ezek a pontok R pontjaival parosithatok (maximum |R| darab, a tobbi
parositatlan). A pontok Gsszesen legalabb C,(H — R) sokan vannak. Tehat a parositatlan
pontok szama legalabb C|(H — R), azaz 6(P) < €(R).

Kovetkezmény: Ha 6(P) = C;(H — R) — | R |, akkor P optimalis. Ekkor R elnevezése: bizonyito
halmaz (P optimalitasara).

7.1.6. Definicié - Eszrevétel
Ha a H grafban van olyan R C V(H), melyre C;/(H —R) —|R| > 0, akkor nincs benne

teljes parositas. Ekkor az R halmazt Tutte-akadalynak nevezziik.

2.Lemma: Legyen Gy egy sikertelen javitout-keresés végén kapott k-
szorosan zsugoritott grdf, My pedig a hozza tartozo parositas.
Formalisan: G =Gy - G; - ... > Gy, M=My-> M; - ... > M,
(By, Ky —» ... » By, Ki). Mivel a keresés sikertelen Gy utdan (*) szerint
Kj-en beliil nem halad él. = Nincs javito ut My-ra Gy-ban. =...—=
Nincs javito ut M-re G-ben.

7.1. Megjegyzés
Bi € V(Gy). A By halmaz elemei eredeti csicsok, nem reprezentalhatnak zsugoritott kort,
mert azok csak kiilsé pontok lehetnek.

A kovetkez0 allitas akkor, és csakis akkor teljesiil, ha a 2. Lemma is:

7.1. Allitas
M; egy maximalis elemszamu (optimalis) parositas Gi-ben, és By bizonyito halmaz erre.
@i=01 ..,k

Bizonyitas
Vegyiik észre a kovetkezOket:

— Mivel az algoritmus sikertelen kereséssel all le = a kiilsé pontok kozott (K;) nem
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6 7. Parositasi tételek.nb

halad él G-ban.
— A ledllas eldtt volt egy cimkendvelés — a kiilsd pontoknak nincs cimkézetlen
szomszédja.
A fenti két észrevételbdl az kovetkezik, hogy (G — By ) -ban K. elemei izolalt cstcsok.
Ekkor €(By)=C; (Gy —By) = | Bx | = |Kx | = | Bx| =
= | Cf)k) | = [{pdrositatlan pontok}|= ¢ (M) .

Az < iranyt tudjuk az észrevételbdl = " =" — Kovetkezmény miatt ekkor a parositas
optimalis Gy-ban B bizonyité halmaz. Ezzel a kiovetkezé Allitas (i) sorozat i = k elemét
belattuk:

7.2. Allitas (i)
(G;—By)-ban H,:={ve V(G;): zsugoritasok sorozata v-t ¢ € Ki-ba képzi}
t, t' e Ky, H, (" Hy = Q). (G; — By)-ban {H,},c k, mindegyike paratlan pontszamu, €s egy-
egy komponens alaphalmaza (7.3) abra.

||
7.3. abra
i Giy1 t#T t
e
H k
' o
i | 2
hils
=}
L
citnkézetlen

Bizonyitas

A 7.2. Allitas (i) egy i-re vonatkozo visszafele haladd indukcidvalbizonyithatd. Csak az
indukcios lépés van hatra: i + 1 — i.

Egy pontnak vagy 1 0&se van, vagy O&sei a zsugoritott paratlan kor pontjai
(Giz1 = G;egy zsugoritas).

(G; — By) komponenseitugy kapjuk, hogy G;,; — By mindegyik S komponensére megnézziik
csticsainak Oseit: Az 6sok kozott nem valtozik semmi és kifelé csak Bj-hoz fut €l (ha S
mindegyik csucsdnak egy Ose volt) vagy benne az egyik pont "felfijodik", azaz beliil
torténik valami, de a kimend élek ugyanoda (Bj-hoz) vezetnek (ha S tartalmaz a zsugoritott
kort reprezentadld pontot).Tehat (G;— By;) komponensei parokba allithatd (Giyq — By)
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7. Parositasi tételek

komponenseivel. Tovabba az egy parba allitottkomponensek csucsainak szdma uganolyan
paritasu. Ebbdl adodik az indukcios 1épés.

Tehat a 7.2. Allitas (i) alapjan:
Cr(Gr—-B) — | By | = | K| - |Bc|= |C)|= & (My).A bizonyitas befejezése az,

hogy észrevessziik, hogy 6(M;) = 6(M;). Azaz B bizonyitja M; optimalitasat G;-ben. Ezt
az észrevételt a 2. Lemmaban 6sszegezziik.

Bizonyitas (2. Lemma)
0(My) = 6(M)
Indukcioval bizonyitjuk, hogy a G; » Gy, (i=k, k—1, ..., 0) zsugoritas soran 6 nem
valtozik.
Valoban, ha 2 £+ 1 hossztu kort zsugoritunk, akkor a cstcsok szdma 2 k-val, a parosités
mértéke k-val csokken, igy ¢ értéke marad.

é/ k clb. b -beli &1

zsugortas ] -2k

hatasa
M| - -k

7.2. Kovetkezmények

Eloszor paros G grafokra vonatkozd parositasi tételeket bizonyitunk a Magyar modszer
alapjan.

1.Kovetkezmény (Konig-tétel): Legyen G egy paros graf. Ekkor teljesiil a kovetkezo
egyenl8ség: max { | K |- | N(K)|: K € A} = min{04(P) : P parositas}.
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Bizonyitas
Legyen M optimalis parosités, 0 4(M) = min {6 4(P) : P parositas}. Alkalmazzuk G-re és M-
re a Magyar modszert. Az algoritmus sikertelen kereséssel ér véget. Az el6z6 oran a
Magyar modszerhez leirt 1. észrevétel (sikertelen keresés) értelmében K Osszes szomszédja
cimkézett és felsd, illetve N(K) = B. Azt is tudjuk, hogy |K | —| N(K)|= 04(M). igy
max {|K|— |N(K)|: K C A} = mind4(P).

< trivialis.

2.Kovetkezmény (Konig-tétel): Legyen G egy paros graf. Ekkor v(G) = 7(G).

Bizonyitas
M parositas optimalis < | M |= v(G). Alkalmazzuk G-re és M-re a Magyar modszert.
Az algoritmus sikertelen kereséssel ér véget. A Magyar mddszer 2. bizonyitasa értelmében
| M | = | L|,ahol L egy lefog6 ponthalmaz = v(G) = 7(G).
v(G) < 7(G) nyilvanvald.

7.2.77. Definicio

Egy G paros grafban az also pontok egy K halmazat Kénig-akaddlynak nevezziik, ha K
szomszédsaga kisebb elemszamu, mint maga a K halmaz. Formalisan: K C A,
| K| = |N(K)| >0 esetén K Kénig-akaddly.

3. Kovetkezmény (Konig-Hall tétel): Egy {4, F} szinosztalyokkal rendelkez6 paros grafban,
akkor és csakis akkor van A4-t lefogd parositas, ha nincs benne Konig-akadaly.

Bizonyitas
Tegylik fel, hogy létezik M teljes parositds, azaz 6,(M)=0 << Ekkor az 1.
Kovetkezmény értelmében a max { | K |- | N(K) | : K € A} nem vehet fel pozitiv értéket,

| K| —| N(K) | < 0, tehat nincs benne KOnig-akadaly.

4. Kovetkezmény (Hall tétele): Legyen H egy halmazrendszer V' felett (H € P(V)). Legyen r
reprezentans rendszer: r: H - V, E(€ H)—r(E) € E C V. H-nak van egy-egy értelmi
reprezentans rendszere <= H-ban nem létezik Hall-akadaly. (Lasd a kovetkez6 definiciot.)

7.2.8. Definicio
Az A ¢ H Hall-akaddly, ha ||JA| < |4].
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Az egy-egy értelmi reprezentans rendszer létezésének problémajat a kovetkezd "mesével"
vilagithatjuk meg:

Legyenek V' elemei varoslakok, H elemei pedig civil tarsulatok (bélyeggyiijtok,
kutyabaratok,...stb.). Minden tarsulatnak ki kell nevezni egy r titkart, aki az érdekeit
képviseli. Egy ember peszre lehet tagja tobb klubnak is, de maximum csak egy klubot
képviselhet ezek koziil. (Nagy atfedés esetén ez nem mindig oldhatd meg).

Tehat a Hall-akadaly tulajdonképpen a H-ra vonatkozd Kdnig-akadaly.

Bizonyitas
—Ha a klubjaink k6z6tt van / darab ugy, hogy ezekbe /-nél kevesebben jarnak, akkor nem
tudunk titkart valasztani.

—Vegyiink egy paros grafot (7.4) abra. Az egyik osztidlyban legyenek a klubok
(H elemei), a masikban pedig klubjaink elemei, azaz az emberek. Minden "klub-csticsot"
kossiink Ossze a tagjaival. A kapott G graf egyszer lesz. H egy-egy értelmii reprezentans
rendszere (R C E ¢lhalmaz) egyben a H-t lefedd parositas is G-ben. Ilyen pontosan akkor
van, amikor nincs G-ben KOnig-akadaly, azaz nincs H-ban Hall-akadaly.

7.4. abra
" elemei
ﬁ\"T* ﬂ* emberek
W el
H elemei:
klgkok

5. Kovetkezmény (Frobenius tétel): Legyen G egy paros graf. Ekkor G-re a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) G-nek Iétezik teljes parositasa,

(ii) |A|=|F| (az also és fels6 pontok szama megegyezik), €s G-ben nincs Konig akadaly,

(iii) A-ban €s F-ben sincs KOnig akadaly (ha valamelyik osztalyban lenne, akkor nem lenne az 4
¢s az F pontjait parosito teljes parositas).

A tovabbiakban mar nem sziikségszerlien paros G grafokat vizsgalunk.

6. Kovetkezmény (Berge formula): min {6(P): P parositas} = max {C;(G-R)—|R|: RC V}.

A Berge formula bizonyitasa az 1. Kovetkezmény bizonyitdsat koveti, de az altalanos
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10
maximalis parositastkeresd algoritmust (Edmonds-algoritmus) hasznalja.
Bizonyitas
M optimalis parositas: 6(M)=min {6(P) : P parositas}.
Az Edmonds algoritmust alkalmazva G-re és M-re — sikertelen keresés — (alk. 2.
Lemma) M egy maximalis elemszamu (optimalis) parositds G-ben, és R bizonyité halmaz
erre. = 6(M) =min{6(P): Pparositas} = C{(G-R)—|R|, RC V= Eszrevétel, 1., 2.
Kovetkezmény = 6. Kovetkezmény.
|
7. Kovetkezmény (Tutte tétele): Egy G gratban akkor €s csakis akkor 1étezik teljes parositas,
ha nincs benne Tutte-akadaly, azaz ha minden R C V(G) ponthalmazra C;(G-R) - |R| < 0.
Bizonyitas
A feltétel sziikségessége a 7.1.6 észrevételbdl adodik.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy egy G grafra teljesiil a feltétel, de nincs benne teljes
parositas. Az Edmonds algoritmussal keressiik meg az optimalis M-et. Az indirekt feltevés
miatt {parositatlan csticsok} # (). Az algoritmus M optimalitdsat bizonyité halmazt is
megad, ami egy Tutte-akadaly. Ez ellentmondas.
|

7.9. Tétel (Petersen tétel)
Egy kétszeresen élosszefiiggo és 3-regularis G grafban mindig van teljes parositdas.
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