Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara
4. El6adas

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Csenkei Anita 2010. szeptember 27.

Emlékeztets. H = (é, s,t,c) egy halozat, ahol G egy iranyitott graf s # t kijelolt
csucesok (s: forras, t: nyels), ¢ : E(G) — Rsq egy kapacitasfiiggvény.

Egy f folyam egy hélozatban az élekhez gy rendel anyagmennyiséget (valo sza-
mot), hogy minden e élhez rendelt szam [0, c(e)]-be essen, tovabba a forrastol, nyels-
t6l kiilonboz6 csticsokra teljesiiljon az anyagmegmaradas torvénye. Egy V st-vagas
egy halozatban a csicsok V(G) = SUT felosztasa két részre, amelyre teljesiil, hogy
seSeétel.

Vegyiik egy tetsz6leges f folyamot és V st-vagast. A folyam értéke, illetve a
vagas kapacitasa, illetve a koztiik 1év6 viszony:

(N E Y —fe) = D flOs Y de)E (W)

e:xyYyer e:xyerR e:xyYyel
z€S yeS z€S
yeT zeT yeT

A folyamok f6tétele: A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) f optimalis folyam,
(ii) nem létezik javito-ut f-re,

(iii) van olyan V vagas, hogy c¢(V) = é(f).

1. Folyamok f6tételének kovetkezményei

1. Kovetkezmény (Maximalis folyam-minimalis vagas tétel, M FMC tétel).
Legyen (G; s,t,c) egy hdldzat. Ekkor

max{é(f) :f eqy megengedett folyam a H hdlézatban} =
= min{c(V) : V egy st-vdgds a H hdlézatban}

Bizonyitas. <: Tetsz6leges f folyamra és tetsz6leges V st-vagasra é(f) < ¢(V). Ezt
az optimélis folyamra és minimalis kapacitasu vagéasra alkalmazva kapjuk, hogy a
bal oldal nem nagyobb a jobb oldalnal.

>: Vegyiink egy maximalis értékd folyamot, legyen ez fiax. Tehat é(fiax) =
max{é(f) : f folyam}. A f6tétel alapjan van olyan V vagas, amelyre é(fiax) = ¢(V)
teljesiil. Ebbdl adodik a hidnyzo egyenlGtlenség

2. Kovetkezmény. Adott hdlézatban eqy maximdlis értéki folyam algoritmikusan
megtaldlhato.
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Bizonyitas. A bizonyitas egy konkrét algoritmus leirasa. Az algoritmust Ford és
Fulkerson 1956-ban publikalta.

Ford—Fulkerson-algoritmus:

(Inicializaléas) Legyen f az azonosan ( folyam (minden élen 0
anyagmennyiség folyik).

// A haldzat iires.

(Cimke-inicializdlas) s-et cimkézziik meg.

// A forrast tartalmazé 0 hosszi Gt javito-aGt-kezdemény.

(Cimkekiterjesztés I) Keressiink olyan xy élt, amelyre x cimkézett,
y nem cimkézett és a rajta folyd anyagmennyiség nem éri el
a kapacitast.

Cimkézziik meg y-t.

(Cimkekiterjesztés II) Keressiink olyan yx élt, amelyre z cimkézett,
y nem cimkézett és a rajta folyd anyagmennyiség pozitiv.
Cimkézzik meg y-t.

// Megtaldlt javitd-uGt-kezdeményeket mohdén hosszabitunk.

(Sikeres keresés) ¢ cimkét kap.

// t megcimkézésének okat visszakeresve egy forras-nyeld utat

// kapunk, amely javitd 4t lesz.

f-et javitsuk a megtaldlt javitd 4t alapjan. Torséljik a cimkéket.
Térjlink vissza a (Cimke-inicializalas) lépéshez.

(Sikertelen keresés) ¢ nem kap cimkét és a cimkekiterjesztések
kifulladnak. Ledllunk, az aktudlis [ az eljaras outputja.
// Ekkor f optimdlis, a cimkézett/nem cimkézett csicsok
// egy ezt bizonyitd vagast adnak.

Az algoritmus cimkekiterjesztési 1épéseiben rejls keresés nincs részletesen leirva.
Altalaban t6bb lehetdség is van. Az implementéciotol fiigg, hogy az algoritmus
melyiket talalja meg. Igy a Ford—Fulkerson-algoritmus igazabol egy eljaras osztaly
(ahogy peéldéaul a szimplex algoritmus is).

Egy konkrét megvalositasat emlitjiik meg. Ekkor a cimkekiosztasok fazisokban
torténnek. Egy fazisban az el6z6 fazisban cimkét kapott pontok toltik be az = cstics
szerepét. Az Osszes lehetséges cimkekiterjesztések elvégzése zarja be a fazist.

A cimkézés a szélességi keresés filozofidja alapjan mikodik. Koénnyen lathato,
hogy sikeres keresés esetén a lehets legrovidebb javito utat talalja meg ez az algorit-
mus. Ez az eljaras a Ford—Fulkerson-algoritmus Edmonds—Karp-véltozata. (Ezt
Edmonds és Karp 1972-ben irta le. Egy tovabbi finomitas Dinic nevéhez fiizdik.)

Az algoritmusban t6bb ciklus is szerepel. A cimkekiterjesztések ismétlése nem
problémas. Moho moédon végezziik, a cimkék halmaza né. Véges ismétlés sikeres
kereséshez vagy elakadashoz vezet. A javitasok ismétlése azonban problémas.

Két eredményt emeliink ki bizonyitas nélkiil. Megjegyezziik, hogy feltessziik (azt
a gyakorlatban irrealis feltvést), hogy pontos valos-aritmetikat végziink.

Példa. Van olyan halozat, amelyben a Ford—Fulkerson-algoritmus javitasok vég-
telen sorozatat végzi és a (sziikségszertien konvergald) folyamérték nem is tart a
maximalis folyamértékhez.

3. Tétel (Edmonds—Karp-tétel). A Ford—Fulkerson-algoritmus Edmonds—Karp-
vdltozata O(n®) javitds utdn szikségszerien ledll.
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Egy joval realisabb feltétel szerint az inputban (a halézatban) szerepld szamok
mind racionalisak. Azaz ¢ : F(G) — Qso. Egyszerid skalazassal (mértékegység-
valtassal) feltehetjiik, hogy ¢ : E(G) — N. Ekkor nincs is sziikség a Ford—
Fulkerson-algoritmus igyes implementalédsira. Ezt a kovetkezd kovetkezményben
fejtjiik ki. m

4. Kovetkezmény. Legyen (G, s,t,c) egy hdlozat, ahol ¢ egy egész értékd fiiggvény,
azaz c: E(é) — N. Ekkor létezik olyan optimalis folyam, amely szintén egész értéki.
Bizonyitas. Azt fogjuk belatni, hogy ha az input minden komponense egész (min-
den él kapacitasat egy egész szam irja le), akkor a Ford—Fulkerson-algoritmust fut-
tatva csak egész értékek fordulnak elg. Tovabbé az algoritmus leéll, azaz kiszémol
egy optimélis folyamot, amit igy egész értéki fiiggvény ir le.

Az algoritmus az f = 0 folyambdl indul ki. Azaz az inputban rejls értékek
mellett csak 0-k jelennek meg. A tovabbi szamokhoz szédmolés folyamén jutunk.
Uj szamokra akkor lesz sziikségiink, ha P javito-utat talaltunk és f-rél attériink f
javitasara. Emlékezziink a sziikséges ,,szamtanra’

Legyen dege = min{c(e) — f(e) : € € Fasre}, Onatra = min{ f(e) : ¢ € Enstra}
Ahol Egse az eléremutato élek halmaza és Ehss @ hatramutatd élek halmaza P-n.
0= min{éelc'irey (5héutra} > 0.

 (flo.  egE(P)
fle):==1q fle) +6, e € Ease(P),
fle) =9, €€ EpsalP).

Abbol ahogyan ]?(e)—t definialtuk, lathato, hogy minden kiszamolt érték egész,
feltéve hogy kiindulé értékeink egészek (6sszeadas, kivonés, minimum érték vétele
egész szamokon végrehajtva egész szamokat eredményez). Specidlisan ¢ is egész, igy
értéke legalabb 1, azaz minden névelés legalabb 1-gyel noveli a folyam értékét. Ebbsl
kovetkezik, hogy Ford—Fulkerson-algoritmus le fog &allni és a kiszamolt optimaélis
folyam bizonyitja a tételt. |

Példa. H halézat ¢ = 1 kapacitasfiiggvénnyel. Harom optimaélis folyammal, ame-
lyek koziil kettd kiillonbozs, egész értéki és egyharmadik egyes éleken irracionalis
anyagmennyiséggel.

$ ¢ azonosan 1
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Emlékeztetd. Két élt fliggetlennek neveziink, ha végpontjaik négy kiilonb6z6 pontot
adnak. Egy G graf éleinek egy M halmazt pdrositisnak neveziink, ha a benne 1év§
élek paronként fliggetlenek és nem hurkok.

v(G) = max{|M| : M parositas G-ben}
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Egy L C V(G) halmazt lefogé halmaznak neveziink, ha minden e € E(G) élnek
legalabb az egyik végpontja L-ben van.

7(G) := min{|L| : S lefog6 ponthalmaz G-ben}.

Minden G grafra 7(G) > v(G) hiszen egy optimalis parositasnak is minden élét
le kell fogni egy ponttal és parosités esetén ezeket a ,feladatokat” mind kiilénbo6z6
csucsok oldhatjak csak meg.

5. Kovetkezmény (Ké&nig-tétel). Legyen G pdros graf. Ekkor v(G) = 7(G).

Bizonyitas. Az allitas érdemi része, hogy v(G) > 7(G). Ehhez a G péaros grafbol
egy H halozatot konstruélunk: Legyen A és F' a paros graf két szinosztdlya. A
elemei legyenek az also, F elemei a fels6 pontok. A halozat grifja G lesz. Ehhez
felvesziink két aj pontot s (forras) és t (nyels). G élei mellett s-bsl minden F-beli
pontba vezet pontosan egy él, és minden A-beli pontbdl vezet pontosan egy él t-be.
Minden élet lefele irdnyitunk, tehat F' és A kozt F-bsl A-ba mutatnak a G graf élei.
Legyen ¢ = 1 azaz minden élen maximurr; 1 anyagmennyiség aramolhat.

1. Allitas: max e(f) =v(Q)
H-ban

1. Allitas bizonyitasa: Legyen M egy péarositas G-ben. Ekkor definialhaté egy

fur folyam, amire é(fy;) = |M|. Valoban, egységnyi anyagmennyiség folyjon s-bél

minden fels6 parositott cstcshoz, M élein és minden alsé pérositott pontboél t-hez.

A t6bbi élen 0 anyagmennyiség folyjon. Ebbdl adodik, hogy jmax e(f) > v(G).
H-ban

Forditva vegyiink egy optimalis f : E(H) — {0, 1} folyamot (lasd el6z6 kovet-
kezmény). Legyen F,,; = {e: fopt(e) = 1} C E(G).

Tudjuk, hogy f € F befoka eggyel egyenld, tovabba a € A a kifoka eggyel
egyenls. Azaz, ha az eredeti graf egy e = fa élén folyik anyagmennyiség (esetiinkben
ez sziikségszertien egységnyi), akkor ez az anyagmegmaradas torvényei alapjan csak
az sf élen keresztiil johet (és a teljes mennyiséget elszallitja az e él), majd az at élen
a teljes szallitott anyagmennyiség t-be jut.

[gy ha E,x N E(G) elemeit nézziik, akkor két esetet kizdrhatunk: (1) Nem le-
hetséges ,.felsé Osszefutasa az éleknek” azaz hogy F' egy pontjabol két él induljon.
(2) Nem lehetséges ,,also Osszefutas” sem, azaz olyan hogy egy A-beli pontbhol két él
induljon ki. Azaz Fyp, azon élei, amelyek az eredeti grafunk élei egy M parositast
alkotnak G-ben. Az ({s} U F, AU {t}) vagas mentén mérve értékét | M |-et kapunk.
Igy kapjuk a hianyzo jmax é(f) < v(G) egyenlStlenséget.

H-ban
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2. Allitas: min c¢(V) = 7(G)
V vagas

2. Allitas bizonyitasa: Legyen Vo, = (S, T) optimalis vigas, A két oldal elnevezését
valasszuk gy, hogy az s forras S oldalon van, ¢ nyels T' oldalon van.

Ha lenne e = 7 € E(G) C E(G) él a vagasban (azaz ,kozépél”) akkor tegyiik
a kovetkez6t. Ha x € S, y € T, akkor az y pontot ,dobjuk 4t” a mésik oldalra:
S =SU{y}, T =T\{y}. Mivel minden &l kapacitésa 1, ezért a valtoztatas (dtdobas)
hatdsa a vigés kapacitdsara: legaldabb egy G-éllel csckken és pont egy i-be vezetd
¢llel né a kapacitas. De az eredd kapacitas nem csokkenhet, azaz a modositott (S, 7))
vagas is optimalis.

Sp Ty Tr
Sy T,
Sa
t t

_ Haz eT,ye S, akkor hasonloan kezelhetS a probléma. Ezen 6tlet ismétlésével
Vopt Vagashoz jutunk, ami optimélis, de G-nak mar nincs S-bél T-be mend éle.

Ekkor a Ve vagason keresztiil mar nem halad él.

c(ﬁopt) = |[SNA|+|T'NF|, ahol (SN A)U (T NF) G-ben lefog6 ponthalmaz
(ezen csucshalmazt elkertls élek nem lehetnek grafunkban), tehat a minimum va-
géskapacitas egy lefogd ponthalmaz mérete, specidlisan legalabb 7.

Tehat ¢(Vopt) > 7(G). Tovabba a gondolatmenet megforditasaval talalhato 7(G)
kapacitast vagas. Igy kapjuk a masodik allitast.

Az MFMC tétel alapjan ,max é(f) = min c(v), ami a két bizonyitott allitas

folyam V vagéas
H—ban H-ban
alapjan éppen Koénig-tétel allitasat adja. [

A kovetkezd kovetkezmény kimondéasa el6tt egy fontos észrevételt emeliink ki.

Eszrevétel. Legyen é, s,t € V(G) egy halozat, amelyben minden él kapacitasa 1.
Legyen f : E(G) — {0,1} egy egész értéki fiiggvény. Ekkor f lefrhaté egy F élhal-
mazzal (azon élek halmazaval, ahol folyik anygmennyiség/egységnyi anyagmennyiség
folyik). Ez az azonositas ugyanaz mint az F(G) részhalmazai és az E(G)-n értelme-
zett karakterisztikus fiiggvények azonositasa.

Allitas: Legyen F egy élhalmaz G-ben. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) F egy f folyamot ir le.

(ii) Minden nem nyelS és nem forras cstcsra ugyanannyi F-¢él fut be, mint ahény
kifut.

(iii) F felirhato UiP,-UUiQiUUZCZ- alakban, ahol a P; halmazok egy-egy forras-nyels
iranyitott at élhalmaza, a (); halmazok egy-egy nyel6-forras irdnyitott at él-
halmaza, a C; halmazok egy-egy iranyitott kor élhalmaza. (A jelolésben ott
van az a feltétel, hogy az uni6 tagjai DISZJUNKT élhalmazok.)
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Az allitas bizonyitdsa: (i) és (ii) ekvivalencidja nyilvanvalo. Az anyagmegmaradési
torvények két oldalan 1évé 6sszegek éppen bemend, illetve kifutod F-éleket szamolnak
egy nem nyels, nem forras csicsra.
(17i) = (ii) konnyen ellendrizhetd.
Az ekvivalencia ,lényege” (ii) = (iii). Ezt egy algoritmussal irjuk le.
1. eset: F-ben van irdnyitott kor. Legyen C' egy iranyitott kor élhalmaza. Ekkor
F — C-re is teljesiilnek (ii) fokszam feltételei. Rekurziv médon megkereshetjiik
F — C felbontasat/dekompozicidjat, amihez C-t hozzdadva kapjuk a bizonyitando
felbontast F-re.
2. eset: F-ben nincs iranyitott kor és F' nem fires. e egy él F-ben. Ekkor a fokszam
feltételek miatt e-t elére/hatra kiterjeszthetjiikk egy P maximaélis atta. Ennek két
végpontja csak a forras-nyeld par. Ekkor F'— P-re is teljesiilnek (ii) fokszam feltételei.
hozzéadva kapjuk a bizonyitando6 felbontést F-re.
A teljes (moho) algoritmus F szétbontéséra:
Amig F # ()
Ha talalunk, vegyiik ki egy C iranyitott kor élhalmazat F'-bdl
és F-et helyettesitsikk F — (C-vel.
// A megtaldlt C egy lehet3ség egy Osszetevdre.
// Mohdé médon az output részévé tesszik.
Vegyiik ki egy P iranyitott forras-nyeld vagy nyeld-forras Ut
élhalmazat és F'-et helyettesitsiik F' — P-vel.
// A megtaldlt P egy lehetdség egy Osszetevlre.
// Mohé médon az output részévé tesszik.

Az észrevételt egy kissé finomitjuk: Ha a fenti dekompoziciéban k darab st-t,
¢ darab ts-ut szerepel, akkor a megfelelg f folyamra érték(f) = k — £. Speciélisan,
ha f egy optimélis folyam, akkor ¢ = 0. S6t optimalitas esetén F' dekompozicioja-
bol elhagyhatok az iranyitott korok (amennyiben szerepelnek). Igy egy Fy szintén
optimalis folyamot kodol6 élhalmazt kapunk.

Nevezziink egy élhalmazt egyszertinek, ha van olyan dekompozicidja, amelyben
nem szerepelnek iranyitott korok és ts-utak. A fenti megallapitasainkat a kovetke-
z6képpen Osszegezhetjiik.

6. Lemma. Legyen (é;s,t; ) egy hdlozat, amely kapacitdsfigguénye az azonosan
1 fiigguény. Ekkor van olyan optimalis folyam, amely eqy egyszeri élhalmazzal azo-
nositott. A mazimalis folyamérték éppen az egyszerd dekompozicioban az st-utak
S24ma.

Ezekutan méar konnyen kapjuk a tovabbi kovetkezményeket:

7. Tétel (Menger-tétele). G egy irdnyitott grdf s,t € V ket (s # t) kitiintetett
csucesal. Ekkor

max{k :Py,..., Py €éldiszjunkt st utak} =
—min{|L| : L C E(G),G — L-ben nincs st 1it}.

Megjegyzés. A tételt a kovetkezd ,,mesével” vilagithatjuk meg: Tegyiik fel, s la-
kotelep, t belvaros, a rendérok tudjak, hogy biinozék a lakoteleprél a belvarosba
tartanak. Utak lezaraséval szeretnék ellendrizni a belvarosba bemend forgalmat
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(amely a kresz betartasaval torténik, azaz az utszakaszok iranyitésa szerint halad
mindenki). A bizonyitandé allitas bal oldala a biinézck fliggetlen terveinek maxi-
mélis szama, mig a jobb oldal a rend6rok szédmara lezarando ttszakaszok minimalis
szama.

Bizonyitas. <: Egyszeri. A fenti mesén alapul6 konkrét példa jol megvilagitja az
allitast. Tegytik fel, hogy a bal oldal értéke 10. Azaz a biinzdk 10 éldiszjunkt tervvel
allhatnak el6. Minden utlezaras legfeljebb egy tervet akadalyozhat meg (itt hasz-
naljuk a tervek fiiggetlenségét /éldiszjunktsagat). Azaz a rendérok szamara legalabb
10 ut lezarasa sziikséges.

>: A feladat grafjaban minden él kapacitasa legyen 1. Az igy kapott H halozat-
ban az optimalis folyamok kozt lesz egy, amely egy egyszeri élhalmazzal azonosit-
hat6. Ha értéke k, akkor k éldiszjunkt st utra szétszedhets. Ez megforditva is igaz.
k éldiszjunkt st utbol Osszerakhato egy k értéki folyam. Azaz

max{k : Py,..., P éldiszjunkt st utak} = max{é(f) : F' folyam H-ban}

A Menger-tételben szerepld élhalmazokat nevezziik szeparald élhalmazoknak (el-
hagyasuk utan nem lesz st ut G-ben). Minden st-vagas S-T élei egy szeparald
halmazt adnak. Forditva is igaz: Barmely L szeparal6 élhalmaznak van olyan rész-
halmaza ami egy vagés élhalmaza: Példaul a

V = (s-b6l G — L-ben elérhet csicsok, s-bél G — L-ben nem elérhetd cstcsok)

vagas S-T élei L egy részhalmazat adjak. Azaz a minimalis szeparald halmazt
megkapjuk, ha vessziik azt az st-vagast, amely S-T élei a legkevesebben vannak.
Masrészt

min ¢(V)= min {zy:2x€ S,y e T}|

V vagés V vagés
Osszegezve
min{c(V) : V egy st-vagas} = min{|L| : L C E(G), G — L-ben nincs st 1t}
Az MFMC-tétel kovetkezménye a Menger-tétel. [ |
A tételben az alapgraf iranyitottsaga nem lényeges.

8. Kovetkezmény (Menger tétele (iranyitatlan grafban élfiiggetlen utakra
vonatkozé valtozat)). Legyen G egy irdnyitatlan grdf, és s,t két pont a grdifban.
Ekkor

max{k :Py,..., Py éldiszjunkts st utak} =
=min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs st it}.

Csak vazoljuk ennek egy lehetséges igazolasat: Legyen G aza graf, amelyet G-
bél agy kapunk, hogy minden e = zy élét helyettesitjik két éllel: egy xy és egy yr
éllel (azaz az e ¢l oda-vissza iranyitott két példanyéval). Irjuk fel az MFMC-tételt.

A maximalis folyamérték kombinatorikus leiraséanal kell egy kissé 6vatosnak len-
nink. Vegyiink egy f : F (é) — {0, 1} optimalis folyamot és az ezt leiro F' élhalmazt.
Ez egyszeriivé tehetd egy moho algoritmussal. Ezt tgy alkalmazzuk, hogy az oda-
vissza mend élparokat (kettS hosszu iranyitott koroket) dobjuk el F-bsl. Ha ezek
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elfogytak, akkor fejezziik be az egyszertivé tételt. Legyen Fy a kapott élhalmaz. (eb-
ben minden eredeti élnak maximum egy példanya szerepel). Fy éldiszjunkt st-utak
élhalmazainak unioja. Ezek G-ben megfelelnek st-utak élhalmazainak. Ezek el6ze-
tes el6késziileteink miatt ¢ldiszjunkt utak lesznek G-ben. (Az el6késziiletek nélkiil
ezt nem tudnank.) Azaz a maximalis folyamérték éppen a bizonyitand6 egyenléség
bal oldala.

A tovabbi része a bizonyitasnak teljesen analog az iranyitott esettel.

Tovabbé ttrendszeriink éldiszjunktsaga helyettesithets az ttrendszer belsé pont-
halmazainak paronkénti diszjunktsagara vonatkozo feltétellel.

9. Kovetkezmény (Menger tétele (pontfiiggetlen utakra vonatkozé valtoza-

tok)).

(1) Legyen G eqy iranyitott grif, és legyen s,t két pont a grafban. Tegyiik fel, hogy
nincs st irdnyitott €l, a grafban. Ekkor

max{k : P, ..., P, pontfiggetlen st 1t} =
= min{|U|: U C V(G)\{s,t} és G — U-ban nincs st it}

(11) Legyen G egy irdnyitatlan grdf, és legyen s,t két pont a grifban. Tegyiik fel,
hogy nincs st €l a grdafban. Ekkor

max{k :Py,..., Py pontfiggetlen st it} =
= min{|U| : U Co(G)\{s,t} elvdlasztja s-et és t-t}.

Ismét csak vazoljuk mi a teendd, ha ezen véltozatot szeretnénk a fentiek utan
igazolni.

(i)-hez legyen G’ az a graf amely G-b6l nyeriink a kévetkezs modon: Legyen
V(G = {s,t} U{pe, 214 : € V(G) — {s,t}}. Minden e = 2 € E(G) élnek feleljen
meg egy € = Ty, Yve €l (legyen sy = Spe = S 68 tig = tpe = ). E(é’) élhalmaszt
alkossak ezek az élek és az {2peiy - © € V(G) — {s,t}} élek.

Irjuk fel az MFMC-tételt G grafra. A kapott két egyenlGség két oldalarol lassuk
be, hogy a bizonyitand6 egyenléség egy-egy oldalaval egyenldk.

(ii)-hez korabbi Otleteinket kell Gsszegezni. A részletek kidolgozasat az érdekldd

hallgatokra bizzuk.
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