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1. Grafok magasabb foku osszefliggése

Definicié. Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggd (kélof), ha
tetszéleges k-nal kisebb elemmszamu élhalmazat elhagyva a kapott graf 6sszefliggs
lesz. Formuléval

VE C E(G): |F|<k=G—F 0sszefiiggs.

A feltételnek teljesiilni kell F' = () esetén is, azaz alapgrafunk osszefiiggs. Az
Osszefiiggdségnek meg kell maradnia, ha valodi élelhagyas torténik.

Definicié. Egy G graf k-szorosan (pont)dsszefiiggd (kof.), ha tetszdleges k-nal ki-
sebb elemszamu cstucshalmazat elhagyva a kapott graf osszefiiggs és |V (S)| > k.
Formalisan

YU CV(G) |Ul<k=G—-U osszefliggs..

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf elegendéen nagy le-
gyen: a csucsok elhagyasa utan is legalabb két pont maradjon.

Példa. A fak nem kétszeresen élosszefiiggSek, ha van éliikk. A korok kétszeresen
élosszefiiggbek, és igy kétszeresen Osszefiiggoek is, de nem haromszorosan Osszefiig-
gbek. A k + 1 pontta grafok koziil csak a teljes graf k-osszefiiggd.

Megjegyzés. A kovetkezs diagram a kiilonbozd Osszefiiggbségi fogalmak viszonyait
foglalja Gssze. Azon grafosztalyok kozott, amelyek tartalmazasa nem vezethetd le a
diagrambdl nincs is tartalmazas.

16f &« 26f <« 38f « ... & kof <«
%

o |
1616f <= 2¢élof <« 3élof « ... <« Eélof <«

A vizszintes sorokban lev kapcesolatok a definiciok alapjan nyilvanvaloak. A fiiggs-
leges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit nehezebbek, az alabbi lemmabol kovet-
keznek.

1. Lemma. Legyen e eqy G grif tetszdleges éle és v eqy tetszdleges pontja. Legyen
k> 2.

(a) Ha G k-szorosan élésszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen élosszefiiggd.

(b) Ha G k-szorosan osszefiiggs, akkor G — v (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
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(c¢) Ha G k-szorosan €losszefiiggd, akkor G — v-nek tetszdleges szami komponense
lehet.

(d) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
Célunk, hogy belassuk a tébbszorosen Osszefiiggd grafok kovetkezd jellemzését.

2. Tétel. (i) Egy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha tetszd-
leges két pontja kézott létezik k darab paronként éldiszjunkt it.

(1) Egy G grif akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiiggd, ha tetszdleges két pontja
kézott létezik k darab it, amelyek belsd pontjainak halmaza pdronként diszjunk-
tak (Utjaink pontfiggetlenek), tovabbd |V (G)| > k.

A két allitas egy-egy iranya egyszerd: a megfelel§ utak létezése garantalja a
megfelel§ Osszefiiggdséget. Valoban: Tegyiik fel, hogy a grafunk megfeleld ritkitasa
utan nem Osszefliggd grafot kapunk, azaz két maradék pont koézott — x és y —
nem lesz ut. A feltételt z és y-ra alkalmazva a garantalt utrendszer mindegyikét
megsziintette a ritkitds. Az utak fiiggetlensége miatt ez nem lehet.

A nehéz iranyok bizonyitasdhoz azonban el6bb a folyamok elméletének alapjaival
kell megismerkedniink.

2. Folyamok

Legyen G iranyitott graf, s, ¢ € V(G) két kijelolt cstcs és ¢ : E(G) — RY fiiggvény.
Ekkor (G, s,t,c¢) négyesét hdlozatnak nevezziik, ahol s pontot forrdsnak, t pontot
nyeldnek, c-t pedig kapacitdsfiiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés. Halozatok sok gyakorlati probléma absztrakciéjahoz hasznosak. Pél-
déul egy varos vizvezetékhalozata irhato igy le, ahol a kapacitasfiiggvény a csévek
terhelhetGségét (példaul atmérd) adja meg. Egy uthalozat is modellezhetd igy. Egy
él kapacitasa a megfelel§ utszakasz szélességével aranyos.

Egy f : E(S) — R fiiggvényt folyamnak hivunk, ha minden = ¢ {s,t} pont

esetén teljesiil.
Yo fe= Y flo),

e€EFpe () e€Ey;(x)

ahol Ey.(x) az x-be befutod élek halmaza, Ey;(z) az x pontbol kifuté élek halmaza.
Ezeket az egyenlGségeket megmaraddsi torvényeknek nevezziik.

A forrasban és nyel6ben nem kovetlejiik meg megmaradési torvényt. A forrésra
ugy kell gondolnunk, mint egy helyre, ahol anyagmennyiséget pumpéalunk a halézat-
ban. A nyelében pedig épp forditva: ott anyagot nyeriink ki a halézatbol.

Ha tetszéleges e él esetén 0 < f(e) < c(e) akkor a folyamot megyengedett fo-
lyamnak nevezziik.

Definicié. Egy folyam értéke é(f) = > cp, 1) f(€) = X ccm, ) f(€) (t a nyeld).
Emlékeztets: G legyen irdnyitott graf. V(G) ={S, T} vdgds G-ben a ponthalmaz

egy kétosztaju particidja. S és T a vagas két oldala vagy partja. A vigas élhalmaza,
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E(V), azon élek, amelyek két végpontja a vagas kiilonbozs oldalara esik. E(V)
elemei két osztalyba sorolhatok az oldalak kézotti irdnyuk szerint.

V = (S,T) vagas egy st-vagas, ha s € S, t € T. Ekkor a két oldal kozotti
irdnyok konnyen azonosithatok, az élek két osztélya leirhato: forras felol nyeld felé,

illetve a nyeld feldl a forras felé vezets élek. Ezcket jelsljiik £(V), illetve E(V)—Vel.
Formalisan

EWV)={e=aycE(G):z€8,seT}

és
— —

E(V)={e=2y€ E(G):z€T,se S}
3. Lemma. Legyen f folyam eqy (é,s,t,c) halozatban, V = {S,T} egy vdgds.
Ekkor
df =72 fley=) fle).
E(V) B(v)

Megjegyzés. Az S = V(G) — {t}, t = {t} esetben a tétel allitésa az eredeti de-
finicioval ekvivalens. Ha S = {s}, T = V(G)\{s}, akkor egy alternativ definfciot
kapunk, amely a forras kornyezetébdl olvassa ki a folyam értékét. A lemma allitasa,
hogy a folyam értéke tetszdleges vagés mentén leolvashato.

Bizonyitas. (i) definici6 szerint

()= > fley— D fle).

6€Ebe(t) BEEki(t)

Tovabba T — {t} Osszes x pontjara

0=> fleg= D fle).

e€ Epe () e€Ey;(z)

Ezeket Gsszeadva kapjuk

)= > fleoo= D fleo+ D (fle)— fle)),

e=zycE(G): e=yrzcE(G): e=aycE(G):
zeT,yesS yeS,zeT z,yeT
N 7 N 7 N 7
TV TV TV

(a) (0) (c)

ahol az (a)-(b) tagok vagy egy = € T — {t}-re felirt megmaradasi térvénybdl vagy a
folyam értékét definialo egyenldségbdl erednek, mig a (c)-beli tagok vagy két megma-
radasi torvénybdl vagy a folyam értéket definiald egyenlGséghdl és egy megmaradasi
torvénybdl erednek. A (c)-beli tagok hozzéajarulasa a jobb oldalhoz 0, igy kapjuk a
bizonyitand6 egyenl&séget. |

A folyamérték 1j kifejezései mind lehetéséget adnak egy-egy réjuk vonatkozo
fels6 becslésre.

4. Lemma. Legyen f eqy megengedett folyam eqgy (C_j, s,t,c) hdldzatban, V egy vdgds.
Ekkor



Bizonyitas. Irjuk fel &é(f) értékét az el6z6 lemma alapjan a V' vagasra alapulva.
Az igy kapott kifejezés —1 egyiitthatos tagjait elhagyva és a maradék tagokat a
megfelel§ élek kapacitasaival becsiilve adatik az allitas. (Az elhagyott tagok nem-
pozitivak, a megmaradt tagok nem haladhatjak meg a megfelel6 él kapacitasat,
hiszen folyamunk megengedett.) [ |

A lemma kimondéasaban bevezetett, c¢(V)-vel jelolt kifejezést a V vdgds kapacitd-
sdnak nevezzik. Ez az iranyitott vagasban a forras felol a nyels oldala felé haladd
élek kapacitasainak osszege. Ez a paraméter csak a halozattol fligg.

A lemma allitasa szerint tetszGleges vagés kapacitasa fels§ becslést ad a hélozat-
ban megvalosithato folyamok értékére.

Legyen H = (é, s,t,c) egy halozat, f folyam, P pedig egy st-ut G (iranyitat-
lan!) grafban. Soroljuk P 1t éleit (pontosabban P éleinek G-beli megfelelsit) két
osztalyba, aszerint, hogy s-t6l t felé vagy forditva vannak iranyitva. A két élosztélyt
jelolése rendre legyen Fgse €S Fhatra-

Definici6. G-ben P egy javitd it (H-ban, f-re nézve), ha
(i) minden e € Eage(p) esetén f(e) < c(e),
(ii) minden e € Epsa(p) esetén f(e) > 0.

Lemma. Legyen f folyam és P javité at f-re. Ekkor létezik f folyam, amelyre
é(f) > é(f), azaz f javithato (vagyis talalhato f-nél nagyobb értéki folyam).

Bizonyitas. Legyen o := min{c(e) — f(e) : € € Easre(P)}, Onatra = min{ f(e) :
e e Ehétra(P) és legyen 0= min{(sel()’rea 5hétra} > 0.

Ekkor dgsre-vel barmely el6re mutato élen folyé anyagmennyiség novelhetd (uni-
form novelésre van szitkségiink Egse(P) elemein a megmaradési torvényekre gon-
dolva). dpsira-val tudunk csokkenteni a héatraéleken (ismét uniform csokkentésre van

sziikséglink). Definialjuk a kovetkezsképpen f-et:

f(e), ha e ¢ E(P)
F={f(e)+5, ha e€ BaselP)
f(e) =6, ha e € Eysua(P)

Ekkor f maga is egy folyam (ugyanis egyik élen sem megyiink c(e) folé, illetve

0 ala és a megmaradési torvényeket se rontottuk el), tovabba é(f) = é(f) + 6 >

e(f). u

Folyamprobléma: Adott egy H halozat, keressiink minél nagyobb /maximaélis ér-
téki folyamatot.

A megengedett folyamok értékei egy felolrsl korlatos halmazéat adjék a valos
szamoknak. Ezen halmaz szuprémuma minden tovabbi nélkiil vehetd. A maximum
értékének vétele azonban magyarazatra szorul. Egy folyam tekinthets RF(®) =
R™ egy pontjanak (m = |E(G)|), a megengedett folyamok F halmaza RIF(@) egy
kompakt részhalmaza, tovibba é : F — R egy folytonos fiiggvény. Ez a folytonos
fiiggvény felveszi maximuméat RIZ()! egy kompakt részhalmazan.
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Egy halozat
egy folyam, egy ré vonatkozo javito tut
a javitott ut, ennek optimalitasat mutato vagas

Ezek utan kimondjuk a folyamok fotételét.

5. Tétel (Folyamok f6tétele). Legyen H = (é, s,t,¢) egy hdlozat és f egy folyam.
A kovetkezok ekvivalensek:

(i) [ optimdlis folyam (mazimdlis értéka),
(11) nem létezik javito 1t f-re vanatkozoan,
(111) létezik egy V vdgds, amelyre teljesil c(V) = é(f).

Bizonyitas. Az, hogy (i)-bdl kovetkezik (ii) adodik az el6zéleg bizonyitott lemma-
bol. A harmadik allitasbol kovetkezik az elsd, ugyanis barmely f folyamra és V
vagasra &(f) < ¢(V), vagyis a ¢(V) értékd folyamok optimalisak.

(i) = (iii) bizonyitasa. Egy s-bdl indulé utat nevezziink javito ut-kezdeménynek,
(Azaz elképzelhets, hogy folytathato gy, hogy javité uthoz jussunk.) A csak az s
pontbol allo ut javitd at-kezdemény. Legyen S, azon x pontok halmaza, amelyre
létezik sx javitd tt-kezdemény, azaz
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Spiz = {x € v:3st ut G-ben, amelyre teljesiil, hogy e € Ease(P) esetén f(e) < c(e),
és e € Epsura(P) esetén f(e) > 0}

Ekkor s € Sy, és t nem eleme Sy;, halmaznak (t € Sy, =: Tp.). Legyen V. =
{Shiz, Thi-} egy st-vagas. Ekkor minden e € E(Vbiz) élre teljesiil, hogy f(e) = c(e),
és minden F/(Vy;,)-ben 1év6 e élre igaz, hogy f(e) = 0, hiszen méas esetben az e él
S-beli végpontjahoz vezets javitout-kezdemény meghosszabbithato lenne T-be. Igy
a korabban igazolt é(f) < C'(Vy,) becslés bizonyitasaban az Osszes egyenlStlenség
egyenlgség lesz, (iii) teljesiil a V = V,;, valasztassal. [ |
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