Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara
11. El6adas

Eldado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Ozsvart Ldszlo 2009. november 23.

1. Derékbé6ség és a kromatikus szam

Definici6.G derékbdsége(girth): g(G) = min{l(C)|C kor G-ben}
Megjegyzés:

9(G)>2-k+1 & Vo eV Gliyww<k fa

G akkor és csak akkor egyszert, ha ¢g(G) > 3.

9(G) = 3 < létezik haromszog G-ben.

g9(G) > 3 & G haromszogmentes egyszer( graf.

Tétel (Erdss Pal):
Vk,v:3G(=Gry) 1 X(G) 2 k, g(G) = v

Bizonyitas:
Valoszintiségszamitasi modszerrel bizonyitunk.
V legyen egy n elemii csticshalmaz (n legyen elég nagy).
P egy valoszintiség, amelynek értékét késébb hatérozzuk meg.
G = (‘2/) pontra fiiggetleniil feldobunk egy érmét, ami P valosziniiséggel ad fejet.

Azokra a pontparokra tesziink élt, ahol fejet dobtunk. Ez az Erdgs-Rényi-féle vélet-
len graf modell.

P(A C V fiiggetlen csicshalmaz) = (1 — p)(‘ )
P(3t elemi fiiggetlen csh.) < (7)-(1 —p)( ) < n'-(1 —p)(é)
P(a(G) <t)=P(At+1 elemi fiiggetlen csh.) =1—P(3t+1 elemii fiiggetlen csh.) >

(
> 10t (1-p) (3 = 1 (- (yT=p)) 1 2= 1= (n- (1))
Ha 5 = ;1;, akkor (1—p)"/t=(1—-p)"/? ~ L (ha p kicsi).

Ha § = 22 -log(n), akkor P(a(G) <t) >

l

2 2

Az (1):="a(G) <t" esemény azért fontos szimunkra, mert o(G) <t=-x(G) > 7.
S6t, a(G) <t=VU C V:x(G|U) >,
Legyen most C' egy tetsz6leges [ hosszi kor V-ben.
P(C kdr G-ben) = p!
E(v-nél révidebb kérok szama) =37~ (l) 71 < % =3 5+ (pn)' <
< %-27;31 (pn)t < z. 7;31 (pn)7, amennylben pn>1
P-t Vélasszuk gy, hogy a mostani fels6 becslésiink -nél kisebb legyen. Péld4ul le-
gyen P =1.(2)1/7,
Ha a ~- nal rov1debb korok szama> 2, akkor valoszintségi valtozonk értéke tobb,
mint varhato értékének a duplaja. A Markov-egyenlGtlenség alapjan:
P(v-nal révidebb kordk szama) > 1 =:(2)
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P((1) és (2)) > 0= 3G, amely az (1) és (2) tulajdonsiagokkal rendelkezik

Hajtsuk végre az alabbi G = G transzformaciot: G-bdl elhagyunk n/2 csticsot gy,
hogy minden ~-nél révidebb korrél elhagyunk csticsot.

Ekkor: [V(Gp)| > 5, valamint g(Go) > v

(1) = a(Go) <t,x(Go) > 5, — o0
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Sikgrafok

Amennyiben G egy szépen lerajzolt graf, akkor az élgérbéi a sikot tartoméanyokra
bontjak.

Definicié.7 legyen egy ilyen tartomény, o7 = 7 hatara (az 6t hatarolo élek).
A hatarban bizonyos élek dupléan is szerepelhetnek, mégpedig pontosan akkor, ha
mindkét oldalan a 7 tartomany szerepel.

1. abra.

Eszrevétel: G osszefiiggd < V tartomanyra o7 Osszefiiggs, azaz végig tududnk
rajta sétalni ugras nélkiil & minden tartoméany egyszeresen Osszefiiggd
G 2-szeresen élosszefiiggl < Osszefiiggs, és Vr tartomanyra o7 vonal.
G 2-szeresen élosszefiiggl < Osszefiiged, és V7 tartomanyra o7 kor.
Megjegyzés:
Amennyiben G szépen lerajzolt, akkor a {o7 : 7 tartomény} halmazban minden él
kétszer lesz felsorolva.
Barmely tartomany egy pontra ésszehtizhaté < G Osszefiiggs.

Tétel:
G sikrarajzolt (szépen lerajzolt a sikra) = ¢(G)—|E|+|V|=2, ahol {(G) a tartoma-
nyok szama.
Megjegyzés: G szépen lerajzolhato a sikra < G szépen lerajzolhato a gombre, vala-
mint a sikon barmely tartomany egy pontra dsszehtizhaté < G Osszefiiggs.

Bizonyitas I:
Teljes indukci6 |E|-re:
Kiindulas: G =T fa, ekkor: t(G) =1, |E|=n—1,|V|=n, igy az Osszefiiggés szerint
2=2.
Induckios 1épés: 1j él hozzavétele. Ekkor az élek szama és a tartoméanyok szdma is
1-el n6. Az indukcits feltevésbdl nyilvanvalo a allitas.
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Bizonyitas II:
Amennyiben G sikrarajzolt graf, akkor a ¢ leképezéssel rendeljiik hozza G*-ot, a
dualisat.
Legyen T feszit6fa G-ben.
Ekkor: o(E(T)) C E(G*), o(B(T)) = B(G*)\p(E(T).
Belathato, hogy ekkor ¢(E(T')) feszitdfa élhalmaza lesz G*-ban.
gy t(G)—1 db éle lesz o(T)-nek. ¢(T)-nek ugyanannyi éle van, mint T-nek, azaz
|[V|—1. Ha ezt a kettSt Gsszeadjuk, akkor pont megkapjuk a graf éleinek a szamat,
azaz |E(T)|-t, ezt atrendezve kapjuk az allitast.

Bizonyitas 111 (vazlat):
Tekintsiink G egy lerajzolasésat S?-re (S
donségok teljesiilnek:
-Az északi és a déli polus egy-egy csucsnak a képe.
-A graf barmely éle E-D irnyban szigortian monoton.
Ezek utan irjunk minden cstics képére (E és D kivételével) egy-egy —1-est, és minden
¢lgorbe kozepére 1-est! Ekkor a leirt szamok osszege |E|— (|V|—2) lesz.
A gombot el tudjuk forgatni tgy (nagyon kicsit forgatunk rajta), hogy mindegyik
szam egy-egy tartomany felett lesz. Belathato, hogy minden tartomany felett a sza-
mok dsszege 1 lesz. Igy az alabbi jon ki: |E|—(|V|—2) =t(G)

2 a gombfeliilet), amelyre az alabbi tulaj-

Kovetkezmény: Euler-tétel:
(i) Legyen G egy egyszerii sikgraf, |V| > 3, ekkor: |E| <3-|V|—6
(i) Legyen G egy egyszerii paros sikgraf, |V| > 3 ekkor: |F| <2-|V|—4

Bizonyitas: Feltehetd, hogy G Osszefiiggs.
()= V7 :|oT| >3, mig (ii)= V7 :|o7| > 4. > l(oT)=2-|E|.

A tovabbi részben csak a (ii)-re vonatkozo szamitasokat ismertetjiik:
4-1(GQ) <2-|E],

L(E|~[V]+2) < |,

|E| <2-|V|—4.

Kovetkezmény :
K5 és K33 nem sikgrafok.

Emlékeztets:
G D R részgraf, ha G éleinek/csucsainak elhagyaséaval megkaphato R.

Amennyiben G sikgraf, akkor R is az. Igy ha R nem sikgraf, akkor G sem az.
Definici6.2 él 6sszeolvasztésa:
Legyen G egy egyszerii graf, z€V (G),d(x)=2. Legyen x két szomszédja y, y'. Ekkor
az yx és xy' élek sszeolvasztasaval kapott G’ graf az alabbi: V(G')=V (G)\{z}, E(G")=
= E(G)\{zy, zy'}U{yy'}.
Definici6.T' C 4,G, azaz T topologikus részgrafja G-nek, ha a csicsok/élek elha-
gyasaval, valamint élosszeolvasztasokkal megkaphato G-bdl.
Definici6.él 6sszehiizésa: az dbra szerint:
Definici6.G' < M minorja, ha él/csticselhagyasokkal és élosszehtizasokkal megkap-
hato M G-bdl.
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2. 4bra.

Megjegyzés:

GO R= G2 pR=G= M, de egyik allitds megforditasa sem igaz.
Osszefoglalas:

Amennyiben G sikgraf, akkor: G 2 K5, K3 3. Az éllitas megforditdsa nem igaz.
Amennyiben G sikgraf, akkor: G i/ K5, K3 3. Az allitas megforditasa is igaz, ezt bi-
zonyitja a Wagner-tétel (ezt bizonyitjuk is a kdvetkezs oran).
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