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1. Derékb®ség és a kromatikus számDe�níió.G derékb®sége(girth): g(G) = min{l(C)|C kör G-ben}Megjegyzés:
g(G) > 2 ·k+1 ⇔∀x ∈ V : G|{d(x,v)≤k} fa.
G akkor és sak akkor egyszer¶, ha g(G) ≥ 3.
g(G) = 3 ⇔ létezik háromszög G-ben.
g(G) > 3 ⇔ G háromszögmentes egyszer¶ gráf.Tétel (Erd®s Pál) :
∀k, γ : ∃G(= Gk,γ) : χ(G) ≥ k, g(G) ≥ γBizonyítás :Valószín¶ségszámítási módszerrel bizonyítunk.
V legyen egy n elem¶ súshalmaz (n legyen elég nagy).
P egy valószín¶ség, amelynek értékét kés®bb határozzuk meg.
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) pontra függetlenül feldobunk egy érmét, ami P valószín¶séggel ad fejet.Azokra a pontpárokra teszünk élt, ahol fejet dobtunk. Ez az Erd®s-Rényi-féle vélet-len gráf modell.
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, akkor valószín¶ségi változónk értéke több,mint várható értékének a duplája. A Markov-egyenl®tlenség alapján:
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P((1) és (2)) > 0 ⇒∃G, amely az (1) és (2) tulajdonságokkal rendelkezikHajtsuk végre az alábbi G⇒G0 transzformáiót: G-b®l elhagyunk n/2 súsot úgy,hogy minden γ-nál rövidebb körr®l elhagyunk súsot.Ekkor: |V (G0)| ≥ n
2
, valamint g(G0) ≥ γ(1) ⇒ α(G0) ≤ t, χ(G0) ≥ n
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SíkgráfokAmennyiben G egy szépen lerajzolt gráf, akkor az élgörbéi a síkot tartományokrabontják.De�níió.τ legyen egy ilyen tartomány, στ = τ határa (az ®t határoló élek).A határban bizonyos élek duplán is szerepelhetnek, mégpedig pontosan akkor, hamindkét oldalán a τ tartomány szerepel.

1. ábra.Észrevétel : G összefügg® ⇔ ∀ tartományra στ összefügg®, azaz végig tududnkrajta sétálni ugrás nélkül ⇔ minden tartomány egyszeresen összefügg®
G 2-szeresen élösszefügg® ⇔ összefügg®, és ∀τ tartományra στ vonal.
G 2-szeresen élösszefügg® ⇔ összefügg®, és ∀τ tartományra στ kör.Megjegyzés:Amennyiben G szépen lerajzolt, akkor a {στ : τ tartomány} halmazban minden élkétszer lesz felsorolva.Bármely tartomány egy pontra összehúzható ⇔ G összefügg®.Tétel :
G síkrarajzolt (szépen lerajzolt a síkra) ⇒ t(G)−|E|+|V |=2, ahol t(G) a tartomá-nyok száma.Megjegyzés: G szépen lerajzolható a síkra ⇔ G szépen lerajzolható a gömbre, vala-mint a síkon bármely tartomány egy pontra összehúzható ⇔ G összefügg®.Bizonyítás I :Teljes indukió |E|-re :Kiindulás: G = T fa, ekkor: t(G) = 1, |E|= n−1, |V |= n, így az összefüggés szerint
2 = 2.Indukiós lépés: új él hozzávétele. Ekkor az élek száma és a tartományok száma is
1-el n®. Az indukiós feltevésb®l nyilvánvaló a állítás.11-3



Bizonyítás II :Amennyiben G síkrarajzolt gráf, akkor a φ leképezéssel rendeljük hozzá G∗-ot, aduálisát.Legyen T feszít®fa G-ben.Ekkor: ϕ(E(T )) ⊂ E(G∗), ϕ(E(T )) = E(G∗)\ϕ(E(T )).Belátható, hogy ekkor ϕ(E(T )) feszít®fa élhalmaza lesz G∗-ban.Így t(G)−1 db éle lesz ϕ(T )-nek. ϕ(T )-nek ugyanannyi éle van, mint T -nek, azaz
|V |−1. Ha ezt a kett®t összeadjuk, akkor pont megkapjuk a gráf éleinek a számát,azaz |E(T )|-t, ezt átrendezve kapjuk az állítást.Bizonyítás III (vázlat) :Tekintsünk G egy lerajzolásását S2-re (S2 a gömbfelület), amelyre az alábbi tulaj-donságok teljesülnek:-Az északi és a déli pólus egy-egy súsnak a képe.-A gráf bármely éle É-D irnyban szigorúan monoton.Ezek után írjunk minden sús képére (É és D kivételével) egy-egy −1-est, és mindenélgörbe közepére 1-est ! Ekkor a leírt számok összege |E|−(|V |−2) lesz.A gömböt el tudjuk forgatni úgy (nagyon kisit forgatunk rajta), hogy mindegyikszám egy-egy tartomány felett lesz. Belátható, hogy minden tartomány felett a szá-mok összege 1 lesz. Így az alábbi jön ki : |E|−(|V |−2) = t(G)Következmény: Euler-tétel :(i) Legyen G egy egyszer¶ síkgráf, |V | ≥ 3, ekkor: |E| ≤ 3 · |V |−6(ii) Legyen G egy egyszer¶ páros síkgráf, |V | ≥ 3 ekkor: |E| ≤ 2 · |V |−4Bizonyítás : Feltehet®, hogy G összefügg®.(i)⇒∀τ : |στ | ≥ 3, míg (ii)⇒∀τ : |στ | ≥ 4. ∑

l(στ) = 2 · |E|.A további részben sak a (ii)-re vonatkozó számításokat ismertetjük:
4 · t(G) ≤ 2 · |E|,
4 ·(|E|−|V |+2) ≤ |E|,
|E| ≤ 2 · |V |−4.Következmény:
K5 és K3,3 nem síkgráfok.Emlékeztet®:
G ⊃ R részgráf, ha G éleinek/súsainak elhagyásával megkapható R.Amennyiben G síkgráf, akkor R is az. Így ha R nem síkgráf, akkor G sem az.De�níió.2 él összeolvasztása:Legyen G egy egyszer¶ gráf, x∈V (G), d(x)=2. Legyen x két szomszédja y, y′. Ekkoraz yx és xy′ élek összeolvasztásával kapottG′ gráf az alábbi : V (G′)=V (G)\{x}, E(G′)=
= E(G)\{xy, xy′}∪{yy′}.De�níió.T ⊂ topG, azaz T topologikus részgráfja G-nek, ha a súsok/élek elha-gyásával, valamint élösszeolvasztásokkal megkapható G-b®l.De�níió.él összehúzása : az ábra szerint:De�níió.G � M minorja, ha él/súselhagyásokkal és élösszehúzásokkal megkap-ható M G-b®l. 11-4



2. ábra.Megjegyzés:
G ⊇ R ⇒ G ⊇ topR ⇒ G � M , de egyik állítás megfordítása sem igaz.Összefoglalás:Amennyiben G síkgráf, akkor: G 6⊇ K5, K3,3. Az állítás megfordítása nem igaz.Amennyiben G síkgráf, akkor: G 6� K5, K3,3. Az állítás megfordítása is igaz, ezt bi-zonyítja a Wagner-tétel (ezt bizonyítjuk is a következ® órán).
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