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Edmonds algoritmus (folytatas)

Emlékezteto:

Cimke ndvelés [ cimkézés
G, M —CIMKEZES & veresd erdd, C= KU B

M, - M zsugoritottja

(1) (2) C. Lasd: abra G;-ben
javitd Gt STOP
sikeres ker. sikertelen ker.

Zsugoritas G' M, F

abra:

Zsugoritas
G M F

1
Afutas: G=G,—»G,—~G,— ..~ G, C EE; , ahol a grafok kozotti nyilak zsugoritast jeldlnek

Jel6lés: k = zsugoritasi mélység



A probléma, hogy az (1) vagy (2) tipust leallas esetén tobbszordsen zsugoritott grafban torténhet.

1. Allitas:
Ha (1)-be fut az algoritmus, akkor létezik P javito ut M-re G-ben.

Bizonyitas:
Teljesen vilagos, hogy Iétezik P, javito Gt M, -ra G, -ban.

Allitési:
G,, M. — zsugoritas (lasd fentebb) - G, ,, M.,

P, javitb ut M, -re G, -ben
Ekkor Iétezik P, javito Ut M. -re G, -ben.

Allitas, + indukcié => 1. Allitas

Allitési indoklasa konnyen kiolvashatd abbol a gondolatmenetbdl, ami elvezetett abba, hogy a C
kort egy kiilsd pontta olvasszuk Ossze.

2. Allitas:
Ha (2)-be befut az algoritmus, akkor M maximalis eleszdmu (optimalis) parositas G-ben.
Megj.: M maximalis elemszamu (optimalis) parositds <=> nem létezik javito ut M-re

Definicio:
e(T)=C,(H-T)-|T| ,ahol TSV (H)
C(H) = H graf komponenseinek szdma
C, (H) = H graf paratlan pontszamt komponenseinek szama

Definicio:
§(M)=|V (H)|-2|M| = parositatlan pontok szdma, ahol M SE(H) pérositas

1. Eszrevétel:
e(T)<8(M) ,ahol TSV (H) és MCSE(H) parositas.

paratlan
pontszamuak



(H — T) -nek minden pératlan pontszamt komponensében legalabb / csucs van (amely vagy T -beli
parral rendelkezik /max T db/, vagy parositatlan). Ezek dsszesen legalabb C, (H — T) sokan vannak.

Tehat|a par nélkll maradt csicsok szamallegalabb|C, (H-T) - [T|.

A )
o(M) &(T)

1. Kovetkezmény:
Ha T olyan, hogy &(7)>0,azaz £(T)>1 , akkor VM &(M)>0,azaz §(M )=>1 (nincs
teljes parositas).

2. Kovetkezmény:
max €(T) < min §(M)=|V|-2 V|H| ,ahol T<V(H) és M<SE(H) parositas.

2. Allitas bizonyitasa:
Vissza az algoritmushoz. Emlékezteto:

- G.,M_C,=BuU Kk\
cimkézett pontok kiils& pontok

a k-szorosan
zsugoritott grafban  belsd pantok

(a) Leallas elott volt egy cimkendvelés => kiils6 pontoknak nincs cimkézetlen szomszédja
(b) Leallas (2)-ben tortént => kiilsé pontok kdzott nincs €l

(a) és (b) => (G, — B,) -ban K, elemei izolalt cstcsok, azaz C,(G,—B,) = |K,|

Tehat €(B,) > |K,|—|B,| = || parositatlan pontok}| = § (M ,)

fgy M ., optimélis G, -ban.

Jelolés:
G, — zsugoritas — G,
T V(G,)— V(G,,)
x&V(C)—- x
x€V(C)— C-treprezentald csucs
w konnyen leképezhets V(G,) = V(G;) leképezéssé, ahol i <j.

Allitas+:
£ (rr_l (B,)) = 6(M,) ,aholwa G, graf pontjait vetiti G, -ba(eésdisa G, grafban értendd).

Bizonyitas:
Indukcioéval bizonyitjuk: i =k, k— 1, ..., 1, 0
K, = [k,...k;} — s db kiilsé pont van a végsé zsugoritott grafban (ezek izolalt pontok

(G,—B,) -ban).

o, (k) : G,—¢ '(B,) -ban paratlan pontszami komponensek csticshalmazai.
fgy e(@;'(B,) = K |=lo; (B,
Tovabba |p;'(B,)| = |B,| (avégsé belsd pontok sosem voltak kiilséek).

|K =B, = 6(M,) és 6(M,) = 6(M,) ,mertha2k+ I hosszu kért zsugoritunk, akkor a
csticsok szama 2k-val, a parositads mérete k-val csokken. Ezekbdl adodik a bizonyitando.
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Tutte és Berge tételei

Definicio:
Ha a G grafban van egy olyan X halmaz, amelyre C, (G — X) > |X |, akkor nincs benne teljes
parositas. Egy ilyen halmazt Tutte-akadalynak neveziink.

G: G-X:
da
=
b/"
X={a b} == |X|=2 C,{(G-X)=4
N J
T

C,(G-X) = |X| == X={a, b}Tutte-akadaly G-ben

Tétel (Tutte-tétel):
G-ben 3 teljes parositas <=> G-ben nincs Tutte-akadaly

Bizonyitas:

=> irany: lasd 1. észrevétel.

<= irany: Indirekt bizonyitids. Az Edmonds-algoritmussal keressiik meg az optimalis M-et.
Az indirekt feltevés miatt {parositatlan csucsok} # &
Legyen @, (B,) = T
Ekkor €(7)>6(M)>1 ,azaz T Tutte-akadaly, ami ellentmondas.

Tétel (Berge-formula):
max {&(T): TSV | = min {§(M) : M pdrositds |

Gallai-Edmonds strukturatétel

Eszrevétel:

Az Edmonds-algoritmusban tobb nemdeterminisztikus 1épés is van:
— cimkendvelés
— e valasztasa

De!
(P(;I(Bk) = A(G)
G-, (B,) paratlan pontszamii komponenseinek pontjai := D(G)

V(G)=(D(G)u4(G)) := C(G)
Ugy tiinik, hogy A4(G), D(G),C(G) halmazok fiiggnek az Edmonds-algoritmus futdsatol.
Latni fogjuk...
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Tétel:

Az Edmonds-algoritmus minden futisara:
D(G) = (veV (G): AM parositas, amelyre|M |= V(G)]
A(G) = [veV(G)\D(G) : v-nek 3 D(G)-beli szomszédja|
C(G) = V(G)— D(G)UA(G) .

2

Kovetkezmény:
Az A(G),D(G),C(G) halmazok fiiggetlenek az Edmonds-algoritmus futasatol.

Tétel:
G| p(c) komponensei mind rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsaggal:
(i) VveV(P):(P—v)-ben 3 teljes parositas —s ,,P faktorkritikus”
(i) VY R<SA(G) -benlegalabb [R|+1db G|y -beli komponenshez vezet él
(iii) Glc) -ben 3T teljes parositas

Alkalmazas

Petersen-tétel:
G 3-regularis, 2-szeresen €losszefiiggd => G-ben létezik teljes parositas

Példa:

Egy graf, ami 3-regularis, de nem 2-szeresen €l0sszefiiggd <
=> nincs benne teljes parositas <

Bizonyitas:
Elég belatni, hogy 3-regularis, 2-szeresen ¢é16sszefliggd grafban nincs Tutte-akadaly.
(a) T=8 nem Tutte-akadaly, egyszeriien belathato.
(b) Legyen T#4
Cél: T nem Tutte-akadaly.
Legyen C a G — T graf egy paratlan pontszamt komponense.
Allitas: C-bél legalabb 3 él megy T-hez.
G 2-szeresen ¢losszefiiggd => legalabb 2 ¢l megy 7-hez. Annak beldtasa, hogy pont 2 él megy
T-hez, egyszerti.
paratlan pontszamu komponensek G-T-ben

QT4

keresztélek

Kérdés: Hany keresztél van?
>3 C,(G-T)

<3 |T]| } A ket becsles egyiitt adja, hogy 7' nem Tutte-akadaly



