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GRAFELMELET

7. eloadas

Javito utak, javité utak keresése, Edmonds-algoritmus

Definicio: egy P utat javito utnak neveziink egy M parositasra nézve, ha az ut paratlan
hosszu, kezdo- és végpontjai nem parositottak, és minden pdros sokadik éle eleme az M

pdrositasnak (= minden pdratlan sokadik éle nem eleme az M parositasnak, 1. abra).
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1. abra: Javito ut

Javito utak segitségével egy My kezdeti parositasbol kiindulva jabb parositasokat kaphatunk,
amelyek jobbak, mint az el6z6, ¢és valahany iteracid elteltével az optimalis M megoldast
kaphatjuk meg. Egy parositds javitdsa alatt a parositott €s nem pdarositott élek cseréjét értjiik

az ut mentén. Ezt formalizélja a kdvetkezé lemma:

Lemma: Legyen G egy grdf, M parositas G-ben. Ha P javito ut M-re nézve, akkor M

nem optimalis elemszdamu parositas.

Bizonyitas: Legyen M’=(M | E(P)) v (E(P) \ M) = MAE(P) egy parositas. Ekkor

M| =|M|+1

Ez alapjan megadhatd egy egyszerii bovitd eljaras: ha egy éllel az M parositas bovithetd,
akkor ez egy 1 hosszu javitd utnak tekintendd. Ekkor M’ megkaphaté ugy, hogy M-hez

hozzavessziik ezt az élt. Allitasunkat a kovetkez6 lemma foglalja 6ssze:

Lemma (Berge): Legyen G egy grdf, M parositas G-ben. Ha M nem optimalis, akkor

létezik ra vonatkozo javito ut.
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A fenti két lemmabdol megkonstrudlhatd egy maximalis parositast keresé eljaras.

A tovabbiakban bemutatjuk a javitd utak keresésének egy moho valtozatat. Ez egy fazisokra

Definicio: egy P utat javito ut kezdeménynek neveziink, ha ,,elképzelheté” rola, hogy

javito ut kezdete. Formadlisan: vy, e;, v, €, V2, ..., Vi, €k1, Vi1, € Vi €gy (M-re vonatkozo)

Jjavito ut kezdemény, ha vy parositatlan, és minden paros indexti él eleme M-nek.

Egy parositatlan cstcs altal alkotott egy hosszu sorozat egy 0 hosszu javitd ut kezdemény. A
moho javitd ut keresd algoritmus ilyen javito Gt kezdeményeket novel. Amennyiben eljutunk
egy még parositatlan csucshoz, akkor talaltunk egy javitoé utat. Az algoritmus moho jellege
abbol fakad, hogy ha taldltunk egy csucshoz vezetd javité ut kezdeményt, akkor ez a cstcs

mas javité Ut kezdemények ndvelésére nem hasznalhato fel.

Moho javité ut kereso algoritmus:

Kiindulunk 0-hosszu javitdo ut kezdemények halmazabol, Ky < P(M), ahol P(M) a

parositatlan csticsok halmaza.

— cimkézési eljaras: ha egy x csucsba vezetd javitd Ut kezdeményt taldlunk, akkor
cimkézziik meg x-et: , kiils6”’-vel, ha paros hosszu az 1t, és ,,bels6”-vel, ha paratlan. Cimkéket
csak eddig még nem cimkézett pontoknak osztunk. Definidljuk a kovetkezd halmazokat: K =
{,,kiils6” cimkéjli pontok}, B = {,,bels6” cimkéjli pontok}, C = {cimkézett pontok} = K U B.

— cimkendveld eljaras: keressiink egy £ kiilsé pontnak egy cimkézetlen s szomszédjat,

azaz olyan ks € E(G)-t, ahol k € K és s ¢ C. Ekkor harom eset lehetséges:

|
i i i

s € PM) s ¢ P(M) nincs ilyen
Javito utat talaltunk Legyen s M menti parja s, ekkor s Sikertelen keresés
¢és s’ cimkét kap, bovitjiik Ko —t és
folytatjuk a keresést

A keresés sordn mindig szomszédos pontokra lépkediink. & utdn a cimkék M-beli
parokban jonnek, a ,,k6z€psd” eset miatt (2. abra). Ebbodl adodik, hogy cimke kiosztasnal s’ is

sziikségszertien cimkézetlen csucs.
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ke K ,bels6” , kilsd”
k S s’

2. abra: Cimkenovelés

A keresés soran bejart iranyitott ¢lek meghatdroznak egy keresési erd6t. Ennek minden
komponense K, valamelyik csucsdban gyokereztetett fa. A fa ,,2-hosszi agak™ hajtisaval

novekszik a kiilsé pontokbol.

A fenti algoritmus egy naiv algoritmus. A sikertelen futds nem jelenti azt, hogy nincs javito ut
a grafban. A moho jelleg miatt bizonyos javitd ut kezdeményeket nem vesziink figyelembe.
Lehetséges, hogy a keresés egy v cstcsot ,,belsd” pontként ér el. Ekkor a keresés kovetkezd
1épése eldirt, v v’ parja felé halad tovabb €és v més szomszédja felé nem megy el. Egy esetleg
kihagyott javitdo Ut kezdemény v-t kiilsé pontként éri el. Ennek a lehet6ségnek a kihagyasa

eredményezheti a sikertelenséget.

: R

3. abra: P¢lda sikertelen keresésre (I1étezik javito ut)

A fenti dbran lathat6 egy sikertelen keresés. Az 1-es fazisban v-t kiils6 pontként eléri, és
cimkét kap, azonban lathatd, hogy 1étezik javité ut. Ezt akkor talalndnk meg, ha a 2-es fazis

szerint haladnank v felé (a javito ut keresése lentrdl felfelé halad).
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Megjegyzés: Tegyiik fel, hogy G paros, és Ky = P(M) mn A. Ekkor ha a keresés

sikertelen, akkor nincs javito ut.

Az elébb megismert algoritmus paros grafokra miikodik. A kdvetkezokben megismeriink egy

olyan algoritmust, ami altalanos grafokban keres javité utat.

Edmonds-algoritmus

Kiindulunk 0-hosszu javitdo ut kezdemények halmazabol, Ky < P(M), ahol P(M) a

parositatlan csticsok halmaza.

— hajtsuk végre a fentebb megismert cimkenoveld eljarast elakadasig (sikertelen
keresés, ez mindig be fog kdvetkezni, mert a keresés az Osszes parositatlan pontbdl indul, és

az elért pontokat mindig megcimkézziik, és cimkét nem irhatunk at)

— keressiink olyan &k’ élt, amelyre £, £’ € K. Harom lehetdség van:

1 2. 3.
Osszeolvaszto 1épés Zsugorito lépés Felado lépés
k-t és k’-t killonboz6 Ko-beli olyan k és k’ kozott vezet él, nincs ilyen = sikertelen
cstcsokbol erte el a keresés  amelyeket azonos r € Ky-bdl induld .
i , L keresés
= javitd utat talaltunk keresés ért el:

Ekkor keletkezik egy C kor, az a
csucs az a csucs, ahol a keresés
kettévalik'. Ekkor a zsugorit6 1épés
kovetkezik

— zsugoritd 1épés: ebben a Iépésben egy kor ponthalmazat egyetlen pontba hiizzuk

Ossze, majd a kapott 01j grafra folytatjuk az algoritmust.

' Elsadason azt mondtuk ekkor, hogy ,,a csiga kidugja a szemeit”
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Definicié: Egy G grafban egy C kér zsugoritasan a kévetkezo G’ grafot értjiik:

V(G’) =(V(G)\V(C)) vic} ahol c  V(G) egy uj pont
E(G’)=EG) \{uv e E(G) :uy e V(C) }
I(G) =1(G) | wG) 1 xE@) VL (ce) :e=xy € E(G), x e V(C)}

G G’

4. abra: Példa zsugoritasra

A 4. abran lathato példan a v; és a v, végpontok egyesitésével, a koztiik futd két élt
eltiintetve a C kort egy pontba ejtjiik 6ssze”. Legyen az M’ az M pérositas K-n kiviili éleinek
képe G’-ben, tovabba F egy alterndld erdd, amely G részgrafjaibol all, és F’ cstucsai F
csticsainak képe, €lei F C-n kiviili éleinek képe. Az algoritmus meghivja dnmagat a G’, M’,

F’-vel a cimkézd 1épéssel.
Lemma: M’ egy pdrositas G’-ben, tovabba F’ egy kereso (alternalo) erdo M ’-re nézve

Ez a 1épés (ti. hogy a cimkézd 1épéssel folytatjuk) rendkiviil fontos. A C kor pontjai kozt
vannak belsd és kiilsd pontok, ezeket mind az 01j ¢ pont reprezentélja, ami az F’ erdére nézve
kiilsé pont. Tehat a C kor belsé pontjainak nem cimkézett szomszédjai a ¢ (kiils) pont
szomszédjaiként a keresés szamara elérhetdek. A kor Osszes pontjanak egy kiilsé pontként
valo reprezentaldsa természetes, mert a kor mindegyik pontjaba vezet paros hosszu javito ut
kezdemény. A kor belsd pontjaihoz az elagazasi pontbol (a pont, lasd az abra 2. lehetdsége)

nem az eredeti keresést, hanem a zsugoritott kor masik ivét kell venni (1asd 3. dbra 2-es ut).

A rekurziv algoritmus kimenete egy javito ut egy (tobbszordsen) zsugoritott grafban, vagy a

keresés sikertelenségének felismerése egy (tobbszordsen) zsugoritott grafban.

* Itt pedig azt mondtuk, hogy ,,a csiga visszahizza a szemeit” ©
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1. Lemma: Ha egy tébbszérdsen zsugoritott grafban van javito ut, akkor az eredetiben
is.
2. Lemma: Ha egy tobbszéorésen zsugoritott grafban az Edmonds-algoritmus a

sikertelen keresési dgba jut, akkor nincs javité ut, tehdt az aktudlis M pérositds maximalis.
Végezetiil még egyszer, roviden az Edmonds-algoritmus 6sszefoglalva:

e Bemenet: G graf és egy M parositas
o Kimenet: M maximalis elemszamu parositas
o Kiindulo lépés: Legyen M = &

o Bovito lépés: Keressiink M-re vonatkozo javito utat. Ha talalunk, akkor az 1. lemma
alapjan keressiink egy G-belit, és bovitsiik ezzel M-et. Ha sikertelen a keresés, akkor
M maximalis, vége az eljarasnak.

? Az 1. lemma konstruktiv bizonyitasa az algoritmus fontos része, e két lemmat a kovetkez6 oran bizonyitottuk
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