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Folyamok

Definicié. Hal6zanak neveziink egi = (G, s,t,c) négyeset, ahol
« G=(V,E,K,B) iranyitott graf
« sV forras
o« tOV (t#£59) nyeb

c:E(G) - (0,) kapacitasfiiggvény.

Definicié. Egy f : E(G) — [0,) fiiggvénytfolyarmak neveziink a1 hal6zatban, ha
i) DOeldE esetén0< f(e) <c(e)
i) OvOV\{st} eseténd f(e)=> f(e) (megmaradasifeltétel).

eeBv eeKv

Példa.Az f =0 fuggvény folyam minden halézatban.

Definicié. Az f folyam értéke

COEDRICEIRICY

eeeKs e.eBs
Definicié. V(G) egyV={S,T}, sOS, tOT particisjatvagasak nevezziik.

Lemma.

a) &(f)= f(e-> f(e

e:eBt e eKt
b) Tets®legesV={S, T} vagasra
é(f)= Z f(e) - Zf(e).
XIS,y

e=xy
xaT,yds

Bizonyitas

b) Adjuk 6ssze a kdvetkézgyenbségeket:

PRICERICEEG) (folyam értékének définja)
e:eKs eeBs

Y fe-> f(e=0 (vOS\s) (megmaradasi feltételek)
eeKv eeBv

Rendezés utan éppen a bizonyitandé allitds adadik:

RICEIDRICELH]

e=xy e=xy
xds, yar xaT,yds

a) A b) allitas specialis eseté={V \{t},{t}} .



Folyam probléma: Hatarozzuk meg egy adoH haldzatbeli folyam legnagyobb lehetséges
értékét, azaz max é(f) -et.

f folyam
H halézatban

Megjegyzés.Ha minden f folyamot azonositunk az(f(el),...,f(gE(G)I))DR'E(G’| ponttal,

akkor aH halézatbeli folyamok felfoghatok K% egy kompakt részhalmazaként. Mivel az

é(f) fiiggvény folytonos E©)-n, ezért a folyam problémaban szeéeplaximum valéban
létezik.

Megjegyzés. Mivel a folyamok linearis egyeébégekkel és egyseitlenségekkel vannak
definidlva, és a maximalizalandé(f) linearis fluggvény, ezért a folyam probléma egy
specialis lineéaris programozasi feladatként iofgiatd.

Definicié. A V={S,T} vagéas kapacitdsa

(V)= Zc(e) .

e=xy
xds, ydT
Allitas. TetsHleges f folyam ésV vagas esetén
ée(f)<c(V).

Bizonyités.

Tetsdleges f folyam ésV={S, T} vagas esetén
Lemmab)
éef) = Z f(e)- Zf(e)s Zc(e):c(\?),

e=xy e=xy e=xy
xds,ydT xaT,yds xds, ydT

ami igazolja az allitast.

Kovetkezmény.

max é(f) < min c(V)

f folyam V vagas
Definici6. Legyen f egy folyam aH =(G,s,t,c )hal6zatban,G az az iranyitatlan gréf,
amelyet G -bsl tgy kapunk, hogy elhagyjuk az élek iranyitaséat)egyenP egy st Gt G-

ben. P éleit két osztalyba sorolhatjuk aszerint, hog agrafbeli megfelgljik s-tsl t felé
mutat (E,;.(P ) vagyt-tél s felé (E ...(P)). Azt mondjuk, hogy javité utaz f folyamra

a H halézatban, ha:

héatra

i) OelE,.(P) eseténf(e) <c(e)

i) OeldE,,.(P) eseténf(e)>0.
Allitas. Legyen P egy javito Gt az f folyamra, J,, :eDEnin(P)(c(e) - f(e),
Onatra = Enin(P) f(e) és J=min(O,.er Onara ) EKKOr



f(ef , edE(P)
f@=4 f(&)+35, eDE.(P)
f(€ -9, elE.(P)
folyam ésé(f) =é(f)+d>é(f )

Bizonyitas.

o definicigjabdl vilagos, hogyled E esetén

0< f(e)<sc(e).

A megmaradasi feltételek ellérzése eset analizissel
torténik aszerint, hogy a0V \{s,t} csucs P-re esik-e
vagy sem, illetve hogy &-ben 6sszefutd élek hogyan
vannak iranyitva (4 eset, lasd abra).

Hasonlé meggondolassal adddik a folyam értékének
valtozasara vonatkozé allitas is.

Tétel. Legyen f egy folyam aH hal6zatban. Ekkor a kdvetkeallitdsok ekvivalensek:
i) f értéke maximélis.
i)  f-hez nem létezik javit6 at.
i) van olyanV={S,T} vagas, amelyr&(f)=c(V).

Bizonyités.
i) =ii) Az el6z6 észrevételdl kdvetkezik az allitas.

i) =iii) P-tjavito at-kezdeméngk nevezzik af folyamra nézve, ha
1) s-bélindul6 Ut G -ben
2) DeUE,,.(P) eseténf(e) <c(e s
OeldE,,..(P) eseténf(e)> 0
LegyenS={x0OV : Osxjavito Ut kezdemény} €§ =V \S.
Belatjuk, hogy & ={S,T} vagas megfelel a iii) pont
kovetelményeinek:
Minden xyOE, xOS, yOT él esetén f(xy)=c(xy),
kildnben léteznesy javitd ut-kezdemény. Hasonl6a

elore

héatra

mindenuzOE, uOT, zOS él eseténf (xy) =0, kilonben
létezne sL javito Gt-kezdemény. igy azé(f)<c(V)
bizonyitasdban felirt becslésben eggtdahség helyett
egyenbség teljesiil. Ezzel belattuk, hogyf)=c V).

i) =i) A mar kordbban bizonyitott max é(f)< min c(V) egyenétlenség igazolja az
V vagas

f folyam
allitast.
|



Kdvetkezmény (MFMC-tétel) Tetsdleges haldzatban teljesil a kovetkegyenbség:
max é(f)= min c(V).

f folyam V vagas

Megjegyzés. Az MFMC rovidités az angol ,max flow-min cut’ kjézéslél szarmazik.
Magyar nyelven ,maximalis folyam-minimalis vaga&steiként hivatkoznak ra.

A fenti tétel ii)= iii) bizonyitasabol a kévetkézalgoritmus is kiolvashato:

Ford-Fulkerson-algoritmus (maximalis folyamot kere$ algoritmus).

1. Iépés: Vegylunk egy tetéleges f folyamot H -ban.
2. lépés: KeressunK -hez javito utat a kovetkézanodon:
2.1.1épés: LegyerS={s }
2.2.1épés: (Bvitési lépés) Legyen
B,,. ={XOV\S: [yOS, OyxOE f(yX) <c(yx)} és

B...={xOV\S: yOS, (xyOE f(xy)>0}.
a) eset: HaB, ;. = B,,,» =9, akkor f -hez nincs javito ut, és igy egy korabbi tétel
szerintf maximalis érték.
b) eset: HaB,,, # D vagyB,,,. # 9, éstlB,. [ B.... [ S, akkor ismételjiik meg
a byitési lépést as = B.isre U Bhawa U S halmazzal.
c) eset: HaB,,,. # D vagy B, # 9, éstUB,,. 0 B, 0 S, akkor talaltunkst
javitd utaff -hez és ratérhetiink a 3. Iépésre.
3. lépés: A talalt javito Ut segitségével konstrualjukg egy f -nél nagyobb értékfolyamot

hatra

hatra

a korébbi észrevételben leirt médon, majd a ka|d~otfolyammal térjink vissza a 2.
lépéshez.

Megjegyzés.Az algoritmus a legnagyobb értéfolyam megtaldlasa utdn még novel javito at
kezdeményeket. Az elakadaskor kialakul egy vagas, lsizonyitjia az aktualis folyam
optimalitasét.

Megjegyzés.Felmertl a kérdés, hogy a fenti algoritmus cikhaée. Ha a kapacitasértékek
egészek és a kiinduld folyam értékei is egészekniewlig elérhei, pl. f =0), akkor az
algoritmus végig az egész szamok korébdikdadik. Tovabba, a folyam minden javitasanal
az érték legalabb 1-gyel novekszik, igy nem fordulleb ciklizalas. Hasonlé mddon
igazolhato, hogyc: E(G) — Q" esetén sincs ciklizalas.

Kovetkezmény. Ha (G,s,t,c) egy olyan hal6zat, amelyben: E(G) — N, akkor létezik
egész értékeket felvéoptimalis folyam.

Megjegyzés.A Ford-Fulkerson algoritmus mindig a legrovideldvifé utat talalja meg.
Ebbdl igazolhatd, hogy az algoritmus az R-aritmetikésazdmolva sem ciklizal.

Megjegyzés. Ha a javité utak nem szikségsmar a legrovidebbek, akkor éébrdulhat
ciklizélas. A javitasok folyamok egy végtelen sat@hoz vezetnek. Ezek értéke monoton
novo korlatos sorozat, tehat van hatarértéke. Az i®pklhes, hogy a hatarérték is
szigortan kisebb az optimumnal.



