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Fokszamsorozatok realizacioja

Definicié. Eqy G grdf fokszamsorozata fokainak rendezett novekvd sora.

Definicié. A d; < dy < ... < d, € N realizalhaté G grdffal (fokszamsorozatként),
ha létezik eqy G graf, amelynek fokszamsorozata {d;}1_;.

Eszrevétel. A di,...,d, € N sor pontosan akkor realizilhatd, ha >, d; pdros.

Bizonyitas. Az odafele irany trividlisan kovetkezik abbdl a tételbdl, amely szerint
minden grafra teljesiil, hogy ) . d(z) = 2|E].
A bizonyitas masik feléhez tekintsiink két esetet:

e Tegyiik fel, hogy d, > 2 (ami ekvivalens azzal, hogy van legaldbb egy 2-
es a sorozatban). Ekkor realizéljuk a dy,...,d,_1,d, — 2 sorozatot. FErre a
sorozatra szintén teljesiil, hogy > , d; paros. Amennyiben ez a sorozat rea-
lizalhaté, és a realizald graf utolsé cstucsahoz, ha behtizunk egy hurokélt, akkor
a kapott graf egy realizacidja az eredeti sorozatunknak. fgy tehat elegendo a
dy,...,d,_1,d, — 2 sorozatnak keresni egy realizaciéjat. Ezen lépések soro-
zataval el lehet jutni egy olyan fokszamsorozathoz, melyben csak 0-asok és
1-esek vannak.

e Tegylik fel, hogy a sorozatunkban csak 0-asok és 1-esek vannak. Ekkor, mivel
>, d; paros ezért paros sok 1-es fokszdmu csics van, a sorozat realizalhaté
azzal, hogy paronként Osszekotjik az 1 fokszamu cstcsokat.

A két eset egy indukcids bizonyitdst ad. A maésodik a kiindulé allapot, az els6
az indukcids 1épés.

A fenti bizonyitas egy rekurziv algoritmust is megad, ami egy realizalhaté fok-
szamsorozathoz talél egy realizal6 grafot.

Lemma. Vegyiink eqy G grafot és eqy A C V' csicshalmazt. Ekkor
2e(A) +e(A,V/A).

d(u) =

ucA

Bizonyitas. Az A-beli cstcsok fokszamainak Osszegéhez az A-n beliili élek mind-
egyike 2-vel jarul hozza. Masfelol az A és az A/V kozotti élek mindegyike 1-gyel
jarul hozza az 6sszeghez. Ez bizonyitja az allitast.

Lemma. A dy,...,d, € N fokszdmsorozat akkor és csakis akkor realizdlhato hurok-
élmentes grdffal, ha Z?:l d; paros ésd, <dy+...+d,_1.

Bizonyitas. Az odafele irdnyhoz vegyiink egy x cstcsot és vizsgdljuk meg, hogy
mennyi él van x és V/x kozott. Az el6z6 lemmébdl kovetkezik, hogy nem tobb,
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mint »_ .y, d(v). Ugyanakkor x és V/x kozotti élek szdéma pont d(z), mivel G
hurokélmentes.
A masik irdnyhoz kiilonboztessiink meg 3 esetet:

o Tegylik fel, hogy d,_» < d,, amibdl kovetkezik, hogy 1 < d,,_; < d,,. Vezessiik
vissza a problémat dq,...,d,_o,d,_1 — 1,d, — 1 sorozatra. Ekkor, ha ez a so-
rozat realizalhato, akkor az eredeti sorozat is, azaltal, hogy az ijonnan kapott
sorozat realizdlé grafjaban az utolsé 2 cstcs kozott behtizunk egy élet.

e Tegyiik fel, hogy d,,_» = d, = D > 2, igy a sorozatunk dy,...,d,_3, D, D, D.
Ezt a sorozatot az el6z0 esethez hasonléan vissza lehet vezetnia dy, ..., d,_3, D—
1, D — 1, D sorozatra, ami ha realizalhaté, akkor az eredeti sorozat is.

e Tegylik fel, hogy a sorozatunk csak 0-asokat és 1-eseket tartalmaz. FEkkor
a korabbi észrevétellink bizonyitdsahoz hasonléan, ez a fokszdamsorozat rea-
lizalhat6 (hurokél nélkiil).

A hérom eset, ugyanigy mint az észrevétel bizonyitasandl igazolja a lemmét

Tétel. Tegyuik fel, hogy d., ..., d, realizdilhato eqy G egyszeri grdffal. Ekkor a G re-
alizdlo egyszeri graf (v; foka d;) vdlaszthatd dgy, hogy v, szomszédaiv,_1,...,Vn_q,
legyenek.

Bizonyitas. Vegylink egy realizalé egyszerii grafot, és tegytik fel, hogy nem teljesiti
a tétel feltételeit. Ekkor kell legyen egy v; és vj, hogy ¢ < j és v; szomszédja v,-nek
v; pedig nem. Ekkor v; egyet ad v, fokszamahoz, mig v; nem ad hozza, ugyanakkor

d; < d;.

V-2 Va-1 Vh

o
Vi v

1. dbra. Az indirekt feltevés dbraja

Ebbdl kovetkezik, hogy 1étezik, egy olyan x cstics, ami szomszédja v;-nek és nem
szomszédja v;-nek. Sziintessitk meg v; és v, valamint v; és x kozotti élt, és kossiik
ossze v;-t x-szel valamint v;-t v,-nel.

Ekkor a kapott graf is realizalja a fokszamsorozatunkat, és javitottunk is rajta,
ugyanis v,, szomszédai indexeinek 0sszege nott. fgy ezen lépések véges szamu alkal-
mazasaval elérhetd, hogy v, szomszédai a legnagyobb indexti csiicsok legyenek.

Ezen tétel alapjan mar algoritmus irhato egyszerti grafokkal valo realizalhatdsag-
ra illetve realizalasra. A dy,...,d, sorozatrdl térjiink at a dy,...,dn—q,—1,dpn—qa, —
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2. 4bra. Elcsere a fokok valtoztatasa nélkiil

1,dp—gq,+1—1,...,d,—1 —1 sorozatra, és rendezziik novekvo sorrendbe. Ha kilépiink
a nemnegativ szamok halmazabdl, akkor a sorozatunk nem realizalhaté egyszeri
graffal. Ha a nemnegativ szamok kozott maradunk ismételjiitk a 1épéseket, amig
kett6 hosszi, vagy csupa nulla sorozathoz nem jutunk. Ha csupa 0,0(...) vagy 1,1
a sorozat, akkor realizaljuk és fejtsiik vissza a kezdeti sorozatot realizalé gréafot.
Ha mas ketté hosszi sorozathoz jutunk, akkor nem realizédlhaté egyszerti graffal a
sorozatunk.

1. Példa.
1,2,3,3,4,4,6,6,8,9
0,1,2,2,3,3,5,5,7
0,0,1,1,2,2,4,4
0,0,1,0,1,1,3
0,0,0,1,1,1,3
0,0,0,0,0,0

2. Példa.
2,2,3,5,6,6,6,8,8
1,1,2,4,5,5,5,7
0,0,1,3,4,4,4
0,0,0,2,3,3
0,0,-1,1,2

Nincs realizacid!
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Tétel. Legyen n > 3. Ekkor a dy,...,d, foszamsorozat pontosan akkor realizalhato
faval, ha 377" d; =2(n—1) és1<d.

Bizonyitas. Az odafele irany kovetkezik korabban tanult tételekbol, melyek szerint
egy n csucsu grafban ), d(x) = 2|E| és fikra |E| = 2(n — 1).
Most tegyiik fel, hogy > | d; = 2(n — 1). Ekkor mivel a fokszdmok &tlaga
2 di _ 2(n—1)

1< = < 2,
n n

kell hogy létezzen egy csics, amelynek a foszdma legalabb legalabb kettd és emiatt
d, > 2. Ezenfeliil biztosan létezik egy fokszamu csics is, igy d; = 1. Vezessiik vissza
a realizdlasi problémat a ds,...,d,_1,d, — 1 fokszamsorozatra. Erre a sorozatra
szintén teljestil a tétel feltétele, és egy realizald grafjabdl dghajtassal kaphatunk egy
olyan grafot, ami az eredeti fokszamsorozatunkat realizalja.

Ezen 1épések véges sok alkalmazasaval megkaphatjuk az 1,1 fokszamsorozatot,
ami nyilvanvaléan realizalhato faval.
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