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A kovetked fogalmakat ismertnek tekintjuk: graf, egydzgraf, hurokél, parhuzamos élek,
fa, aghajtas operacio.

Fokszamsorozatok

Def.: G graf fokszdmsorozata fokainak rendezett né§edora.

Pl.: G graf:

G fokszadmsorozata: 0, 3, 3, 4, 4, 4
V: csucsok halmaza
E: élek halmaza

A fokszamsorozatbdl kdnnyen kiolvashaté a graf saiiak szama: Ahany eleilall a
sorozat, annyi csucsunk van. A&l példaban a 0, 3, 3, 4, 4, 4 ismeretében tudjulry ho

V|=6.
Erdekes probléma adott fokszamsorozathoz grafaitkadini:

Def.: d, <...<d, realizalhat6 G graffal (fokszamsorozatkent), hed&k G, amely
fokszamsorozatgd. } .

PL.: Legyen adott a kovetkéfokszamsorozat: 0, 1, 1, 2, 3, 4, 5.

Realizalhat6-e? 1 |
A kérdés megfogalmazhaté egy fejtként: ’ ; :
Felvesziink 7 csucsot és mellé irjuk a fokszamakatleket kell o . 2

behldzgalnunk gy, hogy a fokszamok minden csucsnal
megfelebek legyenek. A fejtidr szamitogépen meg is valdsithato 5

e

Eszrevétel: d,,...,d, ON realizalhato~ > d, paros
» = Y d(x) = 2E| (fokszamok alaptétele)
XV

e O
A formalis bizonyitas teljes indukcio:



A kiindul6 sorozatokat a 2. eset irja le. Ha a satonk nem ilyen, akkor az 1. eset
szerint végezzik az indukcios lépést.
» 1. eset:

Tegyuk fel, hogyd, = Z - létezik legalabb ,2” a sorozatbaa nem csupa O, 1
sorozat)

Realizaljukd,,...,d,,,d, — 2sorozatot Ggraffal (& grafra ebirt fokszamok
0sszege kisebb paros szam).

Teszlink v csucsra egy hurokélt, és az igy kapattabrealizalja ad,,...,d,,
sorozatot.
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> 2.eset:
d, 0{03} >'d, paros- paros sok 1-es van

{d,} péarositassal

0 L realizalhato.
o 1
® o
0
1
® O o
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Meqi: Egy masik lehdiség az, hogy rekurziv algoritmussa rakjuk 6ssznt btleteket.

A bizonyitas efsen hasznalta a hurokéleket. Mikor, hogyan redlaahk hurokélek nélktl?

Lemma: Legyen G graf V csucshalmazanak részhalmaza A Y ). Ekkor
D d(u) =2e(A) +e(AV\ A),

udJA

Ahol e(A) az A halmaz csucsai kozotti élek szamag@sV \ A az A és a V\A kozti élek
szama.



Ennek bizonyitasa a fokszamok alaptételének bitasgihoz hasonléan térténhet.

n-1
1. Tétel: d,,...,d, ON realizalhat6 hurokéimentes graffal > d, paros ég, <> d, .
i=1

Bizonyit4s:
* = Veszink a V csucshalmazbdl egy x kitlintetett astics
Hany {x}-(V\{x}) él van? A véalasz d(x), mivel G
v hurokélmentes.
Mésrészt a lemma alapjan : {x}-(V\{x}) & Zd(v)

vOv \{x}

Ez nyilvanvaléan teljesiil, ha x foka nedly (a legnagyobb

fokszam). A tétel feltétele éppen d(x¥k, esetre irja fel a
szliikséges egysiilenséget.

e O

»> 1. eset
d_ <d (= 1l=<d,_<d,)
Indukcio
Vegytk ad,,d,,....d, _,,d,, —1,d, — 1sorozatot. Erre a sorozatra is teljesul a
lemma feltétele (vegyuk észre, hody, — €4d, — Inem biztos, hogy
nagyobbd,__,-nél, viszontd , —1 az egyik maximalis fok a feltétel miatt).
Legyen egy realizalé grafunk,G

G
0 Gy

Ha ad,_, — 1ésd, — 1fokszamu csucsok k6zé behlzunk egy x élt, akkor a
feltételnek megfelél hurokélmentes grafot kapunk.

»> 2.eset

d,_,=d,=D=2

A fokszamsorozat,,...,d, ;,D,D,D.

A d,....d ,,d _,-1d , —1d, sorozattal megismételjik az 1. eset
gondolatmenetét.



> 3. eset
d, 0{o1, {d.} realizalhat6 az elsEszrevételben leirt médon. A parositas

nem igényel hurokéleket.

2. Tetel: Tegyuk fel, hogyd, <...< d, realizalhato G egyszegraffal. Ekkor a G realizalo
egyszei graf (v, OV foka d;) valaszthato Ugy, hogy, szomszédav, ;,V, _,,...,V,q

legyen.
Bizonyitas:
V1 V2 V3 Vn
(0] (o} (0] (0]

R a {d} sorozatot reprezental6 egysia@rafok kozul az, amelyikben, $zomszédainak
indexeinek 6sszege maximalis. Ha R a tétel fekétek eleget tesz, akkor készen vagyunk.
Ha nem, akkor alkalmas i<j indexekreseomszéed, deg wem:

Vi Vj Vn-3 Vn-2 Vn-1 Vn

d(v,) =d; =d; =d(v,)
Léetezik y-nek olyan x szomszédja, amelynek nem szomszédja, hiszen:
« Had, <d;, akkor trividlisan igaz
* Had, =d,, csak akkor nem teljesline az allitas, fnek €s ynek is azonos

szomszeédai lennének, denek szomszedja a\de y-nek nem szomszedja.
Az alabbi atalakitas a fokszamokon nem valtoziatz &’ is realizélja fokszamainkat.

R
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igy tudjuk v, szomszédsagat ,jobbra mozgatni”’, R’ ellentmondaRisztasanak.

Meqi.: A bizonyitas felhasznalhat6 algoritmus tervezéadregyszér graffal realizalhatosag
eldontésére, illetve algoritmus tervezésére realiegyszei graf keresésére.



Tétel: d,,...,d, (n=3)realizalhatt faval- » d, =2(n-1) (1<d,)
i=1
Bizonyit4s:
» = Ha G egy n pontu fa, akkor (n-1) éle van, és mivielkok 6sszege az élek
szamanak kétszerese, igy a tétel ezen irdnyaiieljes

2.4
e [H1<&=—<2
n
A fenti egyenétlenségbl kévetkezik, hogyLi d, > 2 =[&tlagfok| - d, =2, tovabbaLi
d, <1=|atlagfok| - d, =1. Vagyis a fokszamsorozat a kévetkez,d,,...,d,
Realizaljuk ad,,...,d,_,,d, — 1sorozatot egy T faval (révidebb sorozat és fdkéik erre
is teljesulnek).

T , Aghajtas
operacio

v

Az abran lathatd operaciot elvégezve a kapott TTtaél aghajtassal nyert graf) az
eredeti fokszdmsorozatot realizalja.

Otleteink formalis bizonyitassa alakitasa isméesaindukcioval torténhet. A kiinduld
eset az 1,1 fokszamsorozat.

A realizaciok nem egyeérteliiek, tovabbi kérdések vetléktfel. Példaul: az 6sszes realizacios
lehethiség megtalalasa, ezek szamanak meghatarozasa.



