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1. Magasabbfoka Osszefiiggfség

1.1. Kétszeres élosszefiiggbség

Definicié. Egy G graf kétszeresen ¢élosszefliggs, ha osszefliggd és barmelyik élet
elhagyva Osszefliggé marad.

1. Feladat. Igazoljuk, hogy egy kor e élére G-ben és G—e-ben ugyanaz az elérhetdség
reldacio. Tovabbd, ha az e él eqyetlen kornek sem éle, akkor G és G — e elérhetdség
reldacior kiilonboznek.

2. Feladat. Ha G és G —e elérhetdség reldcioi kiilonbozdek, akkor G — e-beli elérhe-
tdség reldacio osztalyar a G-beli osztdlyokat finomityak. Tovdbbd a finomodds egyetlen
osztaly két részre oszldsa.

3. Feladat. G akkor és csak akkor kétszeresen €lisszefiiggd, ha dsszefiiggd és minden
élén halad at kor.

4. Feladat. Igazoljuk,hogy két éldiszjunkt 1ittal vald dsszekothetdség eqy ekvivalen-
ciareldcio.

5. Feladat. G akkor és csak akkor kétszeresen élosszefiiggd, ha barmely két pontjdat
osszekdti két éldiszjunkt it.

Definicié. Legyen G egy graf és x,y két csticsa (z = y el6fordulhat). Vegyiink fel
egy x-bdl induld zz utat, amelynek = az egyetlen G-beli csicsa. (Elképzelhetd, hogy
z is G-beli, ha P egy 0 hosszu ut és igy x = z.) Kossiik Ossze z-t y-nal egy 1j él
segitségével. Az igy kibdvitett P 1t egy ut marad, ha  # y és egy kor, ha x = y.
Ha ezt az utat, illetve kort G-hez adjuk, és igy egy G grafhoz jutunk, ekkor azt
mondjuk, hogy egy fiilet ragasztottunk G-hez.

A fiil a bovits ut, illetve kor. Az el6bbi esetben azt mondjuk, hogy a fil nyilt,
mig a masik esetbe zart.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha G kétszeresen Osszefiiggd, akkor a beldle fiilragasz-
tassal kapott G is az.

7. Feladat. Induljunk ki eqy 1 csucsi, 0 éld grafbol. Ismételt filrgasztasokkal épit-
sunk fel eqy G grdfot. Igazoljuk, hogy G kétszeresen élosszefiiggd.

8. Feladat. Legyen G eqy tetszdleges kétszeresen €losszefiiggd graf. Igazoljuk, hogy
az eqy 1 csucsi, 0 €ld grafbol kimdulva ismételt filragasztasokkal felépithetjik a G
grdfot.

Altaldban o felépités sok modon elképzelhetd. Igazoljuk, hogy minden felépités
esetén ugyanannyi filragasztasra van szikségink.
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9. Feladat. Legyen G egy kétszeresen €élosszefiiggd n(> 2) ponti grdf, amely barmely
élet elhagyva a kétszeresen élosszefiiggdség megszinik. Igazoljuk, hogy G-nek van
legaldbb kettd 2 foku csicsa. Igazoljuk, hogy n < |E(G)| < 2n — 2.

10. Feladat. Legyen G eqy kétszeresen élosszefliggd graf. Azt mondjuk, hogy az e és
f élek hasonlok, ha eqyenldk, vagy pedig elhagydsuk utan a graf nem lesz dsszefiiggd.

(i) Bizonyitsuk be , hogy ez a reldcid eqy ekvivalenciareldcio.
(ii) Bizonyitsuk be, hogy egy F ekvivalenciaosztdly elemei eqy koron fekszenek.
(i1i) Bizonyitsuk be, hogy G — F' komponensei kétszeresen €losszefiiggd grdfok.

(iv) Bizonyitsuk be, hogy G—F komponenseit eqy ponttd dsszehizva eqy kort kapunk
G-bal.

1.2. Erésen Osszefiiggs iranyitott grafok

Definicié. Egy G iranyitott graf erGsen Gsszefiiggd, ha minden x és minden y pont-
jara van x-bdl y-ba vezets iranyitott tt.

Azaz a graf egy {x,y} csucsparjara két feltételt szab az erGsen Osszefliggdség,
szemben az Osszefliggséggel, ami csak egy 1t létezését kivanja meg (hiszen a szim-
metrikus elérhetGség relacion alapul).

Definicié. Egy graf V vagasa csticsainak két nem tires, diszjunkt osztélyba sorolasa.
Azaz V = (S,T), ahol SNT =0, SUT =V (G) és S,T # (). S és T a vagas két
oldala, partja.

E(V), a vagas ¢lhalmaza azon élek halmaza, amelyek két kiilonbozs partra esé
csucsot kotnek Ossze.

Ha az alapgraf iranyitott, akkor F(V) élei két osztalyba sorolhatok aszerint, hogy
a vagas élei az S partrol vezetnek a 1" partra, illetve forditva.

Egy iranyitott grafban V egy irdnyitott vagas, ha a vagés éleinek fenti osztalyo-
zasénél az egyik osztaly iires. Azaz a két part kozott vezetd Gsszes él ugyanabba az
irdnyba vezet.

11. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy erdsen dsszefliggd grafban nincs iranyitott vdgds.
Azt mondhatjuk, hogy eqy irdnyitott vigds megakaddlyozza az erdsen 0sszefiiggdséget.

lgazoljuk, hogy a fenti akaddly egqy univerzdlis akaddly, azaz ha eqy irdnyitott
grdafban nincs iranyitott vagds, akkor erdsen dsszefiiggd.

Definicié. Egy iranyitott el graf élének van egy ,.be” és egy ki’ végpontja. Ha
ezeket nem kiilonboztetjiikk meg, akkor egy iranyitatlan G grathoz jutunk.

Azt mondjuk, hogy G-t a [l irdnyitott grafbol kapjuk az élek iranyitasanak
elhagyéaséaval /eldobaséaval. Forditva GadG irdnyitatlan graf egy iranyitasa.

Vegyiik észre, hogy az iranyitas elhagyasa egyértelmten leirja eredményét. Az
iranyitas azonban (altalaban) sokféle modon végrehajthato.

12. Feladat. Legyen [l eqy erdsen 6sszefiiggd irdnyitott grdaf. Ekkor a beldle az élek

wranyitasanak elhagydsdaval nyert G grdf eqy kétszeresen élosszefiiggd graf.
Eqgy kétszeresen eldsszefliggd grdaf irdnyithato gy, hogy erdsen dsszefiiggd legyen.

2-2



Definicié. Egy turnament egy teljes graf iranyitasa. A turnament tranzitiv, ha meg-
szamozhatok cstucsai ugy, hogy minden él a kisebb szamu cstcstol vezet a nagyobb
szamihoz.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges turnamentben van iranyitott Hamilton-it.
Igazoljuk, hogy minden nem-tranzitiv turnamentben van irdnyitott kor.
Igazoljuk, hogy minden erdsen dsszefliggd turnamentben van iranyitott Hamilton-

kor.

1.3. Kétszeres Osszefliggbség

Definicié. Egy G graf kétszeresen (pont)osszefiiggs, ha Osszefiiggs és barmelyik
csuicsa elhagyésa utan is Osszefiiggd marad, tovabba legaldbb harom csticsa van.

14. Feladat. Legyen x egy elvigé pont a G grifban (G — x-nek tobb komponen-
se van mint G-nek). Mondhatunk-e valamit G és G — x komponensei szdmdanak
ktilonbségérdl?

15. Feladat. Igazoljuk, hogy ha G kétszeresen dOsszefiiggd, akkor a beldle egy nyilt
fiil ragasztasdval kapott G is az.

16. Feladat. Induljunk ki eqy korbdl. Ismételt nyilt filek ragasztdsdval épitsiink fel
eqy G grdfot. Igazoljuk, hogy G kétszeresen Gsszefiiggd.

17. Feladat. Legyen G egy tetszdleges kétszeresen dsszefiiggd grdaf. Igazoljuk, hogy
az eqy korgrafbol kiindulva ismételt nyilt filragasztasokkal felépithetjiik a G grdfot.

Altaldban a felépités sok modon elképzelhets. Igazoljuk, hogy minden felépités
esetén ugyanannyi filragasztasra van sziikségink.

18. Feladat. Legyen G egy kétszeresen dsszefiiggd grif, ésu,v € V(G). Bizonyitsuk
be, hogy G irdnyithato gy, hogy minden élét tartalmazza egy irdnyitott uv it.

Definicié. Egy G graf minimdlis kétszeresen dsszefiiggd grdf, ha kétszeresen Ossze-
fiiggs, és tetszGleges e éle esetén G — e mar nem kétszeresen Osszefiiggs.

19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy minimdlis kétszeresen osszefiiggd grdf eqysze-
.

20. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy kétszeresen 0sszefliggd grdf akkor és csak
akkor minimdlis, ha nincs olyan kore, amelynek két pontjdat nem a kéron lévd €l kéti
08Sze.

21. Feladat. Legyen G egy minimadlis kétszeresen dsszefiiggd grdaf. Legyen D a
madsodfoki pontok halmaza G-ben. Bizonyitsuk be, hogy

(a) G egyszerd,
(b) G-nek nincs olyan kére, amelyen minden pont foka legaldbb 3 lenne,
(¢) G — D-nek legaldbb két komponense van,
(4) D] > (V(G)| +4)/3,
22. Feladat. Legyen G eqy minimdlis kétszeresen €ldsszefiiggd eqyszerd grdaf. Bizo-

nyitsuk be, hogy 2 foki csicsainak szama legaldbd |(|V (G)| + 7)/4.
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2. Haromszorosan osszefiiggé grafok

23. Feladat. Igazak-e a kovetkezd dllitdsok?

(a) Ha G dsszefiiggd, és barmely harom éle egy kérén van, akkor G hdromszorosan
osszefiigga.

(i) Ha G hdromszorosan dsszefiiggd graf, akkor barmely harom éle egy kéron van.

24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden hdromszorosan 0sszefliggd graf részgrdf-
ként tartalmazza Ky egy felosztdasdt. (Egy G grdf egy felosztasdn az élein 1y pontok
felvételével nyerhetd grdafot értyiik.)

25. Feladat. Egy grdf akkor és csak akkor hdromszorosan dsszefiiggd, ha eqy kerék,
vagy eqy kerékbdl megkaphato a kévetkezd két operdcio ismételt alkalmazdsdval:

(i) egy él hozzdvétele,

(ii) egy legaldbb negyedfoki x pont helyettesitése az x' és x" dsszekdtott pontokkal,
és x szomszédainak x'-vel vagy x"-vel valo dsszekotése gy, hogy x' és x” foka
15 legalabb 3 legyen.

3. Magasabbfokt Osszefliggtség

26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy G akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiiggd, ha
G, azaz G egyszeriisitettje is az.

Legyen G eqy k-szorosan élésszefiiggd grdaf. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G° dssze-
fliggd, de nem feltétleniil kétszeresen 0sszefiiggd.

27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan élossze-
fiiggd, ha minden ) C X C V(G) esetén |0(X)| > k, ahol 6(X) az X csicshalmazt
elhagyo élek halmaza, azaz pontosan azon éleket tartalmazza, amelyek eqyik vége
X-ben a masik vége X -en kivil van.

28. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a jegyzetben szerepld kiilonbozd fokiu dsszefiig-
g0ségek kozitti kapcsolatokat feltintetd abrdbol nem kévetkezd implikdciok nem is
1gazak.

29. Feladat. Igazoljuk, ha G k-szorosan dsszefliggd és e eqy éle, akkor G — e eqy
k — 1-szeresen 0sszefiiggd grdf.

30. Feladat. Legyen G eqy k-szorosan dsszefliggd grif, €s vi,ve, ..., vy tetszdleges
k csicsa G-nek. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan C kor G-ben, amely az dsszes v;
(i=1,2,...,k) ponton dthalad.

31. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges A, B C V(G) esetén
[0(ANB)| + |6(AUB)| < [6(A)] + |6(B)]-

32. Feladat. Egy k-szorosan élosszefiiggd G grdaf minimdlis, ha tetszdleges élét
elhagyva a kapott graf mdr nem lesz k-szorosan €losszefiiggd. Bizonyitsuk be, hogy
eqy minimdlis k-szorosan €losszefiiggd grdf tartalmaz k foku pontot.
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33. Feladat. Legyen G egy egyszerd, sszefiiggd ponttranzitiv graf (azaz tetszéleges
x,y csucsokra G-nek van olyan automorfizmusa, amely x-et y-ba viszi). Bizonyitsuk
be, hogy

(a) G reguldris (legyen d a kézos fokszam),
(b) G d-szeresen élosszefiiggd.

(c) lgaz-e, hogy G d-szeresen Osszefiiggd is?

3.1. Menger-tételei

34. Feladat. Legyen G eqy irdnyitott grdf, amely x csicsdra d¥(z) = ¢, d*(z) = 0,
y csticsdra d¥(y) = 0,d%(y) = £, de minden mds csiicsra a befok és kifok megeqyezik.

Igazoljuk, hogy G -ben létezik ¢ darab élszidjunkt iranyitott xy 1it.

35. Feladat. Legyen 6 eqy irdnyitott graf, s és t két kilonbozd csicsa. Legyen
Py, Py, ..., Py maximdlis szami éldiszjunkt itrdnyitott st utak G-ben.

Forditsuk meg egyszerre az dsszes P; 1t irdanyitdsdat. Igazoljuk, hogy az igy kapott
el grafban nincs iranyitott st 1it.

36. Feladat. A fenti feladat alapjdn igazoljuk Menger-tételét, azaz azt, hogy a fenti
ﬁ

jeloléssel mellett G -ben az éldiszjunkt iranyitott st utak mazximdlis szama megegyezik

az s €st csucsokat elvdlaszto élhalmaz minimdlis méretével.
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