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1. Feladatsor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2011. szeptember 17-ét61

1. Grafelméleti alapismeretek

1.1. Fokszamok

Definicié. Egy G grafbeli x csucs fokat ugy kapjuk meg, hogy az z-re illeszkedd
élek duplajahoz hozzaadjuk az x-re illeszked6 nem hurokélek szamét. Azaz megsza-
moljukaz x-re illeszked§ éleket, de a hurokéleket 2 sillyal vessziik szamba. Jelolése
dg(z), illetve d(x) (amennyiben nem akarjuk/sziikséges hangsilyozni az alapgrafot).

1. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy grifban a fokszimok 6sszege az €élszdm dupldja.

Definicié. Egy G graf regularis, ha minden csucsdnak ugyanannyi a foka. Ekkor,
ha fokszamok a kozos r értékét hangsilyozni szeretnénk, akkor azt mondjuk, hogy
G r-reguléris.

2. Feladat. Milyen n,k szamokra létezik n ponti k-reguldris graf? Milyen n,k
szamokra létezik n ponti k requldris eqyszerd grdaf ¢

Definicié. Egy G graf fokszamsorozatat ugy kapjuk, hogy az 0sszes csticsanak fokat
vessziik és nem csokkend sorrendbe rendezziik.

3. Feladat. Mikor lesz az ayi,as, ..., a, természetes szamok nemcsdkkend sorozata
eqy grdf fokszamsorozata?

4. Feladat. Igazoljuk, hogy az ay,as,...,a, természetes szamok nemcsokkend so-
rozata pontosan akkor eqy hurokél nélkili graf fokszdmsorozata, ha az a;-k 0sszeges
pdros €s ay +as + ...+ ap_1 > ay,.

5. Feladat. * Igazoljuk, hogy az ay,as, ..., a, természetes szamok sorozata pontosan
akkor eqy eqyszerid graf fokszdmsorozata, ha ay,as, ..., 0n—a,—1,0n—a, — 1, Qn_q,+1 —
1,...,a,_1 — 1 is az (esetleg nemcsokkend sorozatba rendezés utdn).

6. Feladat. A kivetkezd szamsorozatok realizdlhatok-e eqy eqyszertd grdaf fokszimso-
rozatként?

(i)
0,1,2,2,3,3,5,5,7.

(it)
1,1,2,4,5,5,5,7.

7. Feladat. Legyen ai,as,...,a; €s by, ba,... by eqy pdros grdaf két szinosztdalydban
eldfordulo fokok. Mivel eqyenld az a;-k dsszege?
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Definicié. Egy iranyitott graf egy (V, E, K, B) négyes, ahol V' cstcsok egy véges
halmaza, E élek egy véges halmaza, K (ki-illeszkedés) és B (be-illeszkedés) pont-
él relaciok gy, hogy minden élre egyetlen pont be-illeszkedik és egyetlen pont ki-
illeszkedik. (Mas szohasznalattal minden él egyetlen pontbdl fut ki és egyetlen pont-
ba fut be.)

Definicié. Legyen G egy irdnyitott graf. z egy cstcsa. z kifoka (d ¥(z)) azon
élek szdma, amelyek kifutnak z-bsl. Hasonléan z befoka (d "°(x)) azon élek szdma,
amelyek befutnak z-be.

8. Feladat. Legyen G eqy wrdnyitott graf. Mivel eqyenld a kifokok dsszege?

9. Feladat. Legyen G eqy grif és U pontjainak eqy részhalmaza. Irjuk le alternativ
modoin az U-beli csucsok fokainak 0sszegét?

10. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy 2n ponti requldris grdf csicshalmzat barhogyan is
vagjuk szét két n elem csicshalmazra, a vdgads osztdlyai k6zott ugyanannyi €l halad.

1.2. Séta, vonal, at

11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy grdifban van x-bdl y-be vezetd séta (ry-séta),
akkor van xy-uit 1s.

Definicié. x és y két csics egy G grafban x ~ y (olvasd z-bdl y elérhetd), ha van
Ty séta.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy az eléhetdség relacio ekvivalenciareldcio.

13. Feladat. (i) Igazoljuk, hogy ha egy n ponti grifban van xy-séta, akkor van
n-nél rovidebb xy-séta is.

(ii) Igaz-e, hogy ha egy n ponti grifban van xy-séta, akkor van n hosszi xy-séta
is?
Definicié. G 6sszefiiggd, ha barmely két cstcsa elérhetoség relacioban van.
14. Feladat. Osszefiiggéek az aldbbi grafok? Amennyiben paraméterek is szerepelnek

a grdfok leirdsaban, akkor milyen paraméter értékekre lesz a graf dsszefiiggd. Ha
grdfunk nem dsszefliggd, akkor irjuk le a gr’af komponenseit.

(i) G,: A csicsok halmaza {0,1,2,...,n—1} i és j akkor és csak akkor szomszé-
dos, ha i —j = £2, ahol a szamtan modulo n értendd.

(i) Hpp: A csicsok halmaza {0,1,2,...,n— 1} i és j akkor és csak akkor szom-
szédos, ha i — j = *k, ahol a szdmtan modulo n értendd.

(111) Jpm: A csicsok halmaza {0,1,2,...,n — 1} x {0,1,2,...,m — 1} (x,2') és
(y,y') akkor és csak akkor szomszédos, ha x — x' = £2 (a szdmtan modulo n
értendd) ésy —y' = 1 (a szdmtan modulo m értendd).

15. Feladat. Igazoljuk, hogy egy legaldbb két csicsu osszefiiggd grafban van olyan
pont, ami elhagydsa utdn is dsszefliggd marad.
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