Diszkrét Matematika levelez6 MSc hallgatok szamara

1. Grafok magasabb foku 6sszefiiggdsége, folyamok

Eléado: Hajnal Péter 2011-12. Gszi félév

1. Grafok magasabb foku osszefliggése

Definicié. Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggd, ha tetszo-
leges k-nal kisebb elemmszamu élhalmazat elhagyva a kapott graf Osszefiiggs lesz.
Formuléval

VE C E(G): |F| <k esetén G — F osszefiiggs.

A feltételnek teljesiilni kell F' = () esetén is, alapgrafunk osszefiiggs. Azaz grafunk
Osszefiiged és ,kevés” él elhagyésa esetén Osszefiiggé marad.

Definicié. Egy G graf k-szorosan (pont)isszefiiggd, ha tetszdleges k-nal kisebb elem-
szamu csticshalmazat elhagyva a kapott graf osszefiiggs és |V(G)| > k. Formalisan

YU CV(G) |U|l <k esetén G —U o6sszefiiggs, tovabba |V (G)| > k.

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf olyan nagy legyen,
hogy k — 1 csiics elhagyasa utén is legalabb két pont maradjon.

Példa. A fak (|V| > 2 esetén) nem kétszeresen élosszefiiggéek. A korok (|V] >
3 esetén) kétszeresen Osszefliggek, és igy kétszeresen élosszefiiggdek is, de nem
haromszorosan Osszefiiggéek. A k + 1 pontta grafok koziil csak a teljes graf k-
Osszefliiggd.

Megjegyzés. A kovetkezo diagram a kiillonbozd Osszefiiggsségi fogalmak viszonyait
foglalja Gssze. Azon grafosztalyok kozott, amelyek tartalmazasa nem vezethetd le a
diagrambol nincs is tartalmazas.

1-0f « 26f « 390f <« ... « Lof <«
ﬁ *
Osszefiiged [} [} s [}
N\
1-¢lof <« 2-¢élof <« 3-¢élbof <« ... « k-élof <«

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definiciok alapjan nyilvanvaléak. A
csillaggal jelolt ekvivalencia nem teljes. Az 1-szeres OsszefiiggGség megkoveteli, hogy
legalabb két csticsunk legyen, az Gsszefliggéség esetén nincs ilyen feltétel. A fiiggéle-
ges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit nehezebbek, az alabbi lemmabol konnyen
kovetkeznek.

1. Lemma. + Legyen e eqy G grif tetszdleges éle és v eqy tetszdleges pontja. Legyen
k> 2.

(a) Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen élosszefiiggd.
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(b) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — v (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.

(¢) Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G — v-nek tetszéleges szami komponense
lehet.

(d) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
Célunk, hogy belassuk a tobbszorosen Osszefiiggs grafok kovetkezd jellemzését.

2. Tetel. (i) Egy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha tetszd-
leges két pontja kozott létezik k darab paronként éldiszjunkt t.

(i1) Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiiggd, ha tetszéleges két pontja
kézott letezik k darab it, amelyek belsd pontjainak halmaza pdronként diszjunk-
tak (utjaink pontfiggetlenek), tovdibbd |V (G)| > k.

A két allitas egy-egy iranya egyszert: a megfelel§ utak létezése garantélja a meg-
felels Osszefliggdséget. A nehéz iranyok bizonyitasahoz azonban el6bb a folyamok
elméletének alapjaival kell megismerkedniink.

2. Folyamok, az alapfogalmak

Legyen G iranyitott graf, s,t € V(G) két kijelolt cstcs és ¢ : E(G) — R* fliggvény.
Ekkor (G, s,t,c) négyesét hdlozatnak nevezziik. Az s pontot forrdsnak, t pontot
nyeldnek, c-t pedig kapacitdsfigguénynek nevezziik.

Megjegyzés. Halozatok sok gyakorlati probléma absztrakciojahoz hasznosak. Pél-
déul egy varos vizvezetékhalozata irhato igy le, ahol a kapacitasfiiggvény a csévek
terhelhetGségét (példaul atmérd) adja meg. Egy uthalozat is modellezhetd igy. Egy
él kapacitasa az ateresztG képessége, a megfelels tutszakasz szélességével, savjainak
szaméaval aranyos.

A fenti fogalom egy statikus fogalom. Olyan mint egy programoz6 szamara a
hardwer. Az alkalmazott matematikus/programozé szamara a halozat adott /felmért
és az alkalmazas inputja. A dinamika leirdsdhoz Gj fogalom kell.

Definicié. Az f : E(G) — R fiiggvényt folyamnak nevezziik a H halézatban, ha
e Megengedettségi feltételek: minden e € F esetén 0 < f(e) < c¢(e),

e Megmaradasi torvény: minden v € V' \ {s,t} esetén

Yo fle)y= > flo).

e:wBe ewKe

f tehat megengedett, ha a csoveken nem folyik at a kapacitasnél nagyobb, illet-
ve negativ mennyiség. A megmaradési torvény egy természetes fizikai feltétel. A
forras és nyeld kivétele a torvény hatalya alol azért torténik meg, mert a forrasra
gy gondolunk, hogy ott anyagot pumpéalunk a halézatba, mig a nyelénél anyagot
vesziink ki a hal6zatbol.

Ahhoz, hogy kénnyebben elképzeljiik a folyamokkal kapcsolatos fogalmakat, néz-
zink azt az interpretaciot, amikor a halozat egy varos uthalézata. A forras lehet
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egy lakotelepet, lakoparkot reprezentald csics. A belvarost reprezentélja a nyels. A
folyam a reggeli forgalom: a belvarosba szeretnének eljutni autéval a lakotelepen él6
emberek. Minden élen a folyam megadja az ott folyd forgalmat.

Példa. Az f = 0 folyam egy tetsz6leges halozatban. Ekkor minden élen 0 anyag-
mennyiség fut, a specialis folyamra mint tires folyam hivatkozunk.

Specialisan minden halézatban megadhato6 folyam. Hogy ezek a folyamok Gssze-
vethetdk legyenes sziikségiink van egy djabb fogalomra.

Definicié. Egy folyam értéke é(f) = > .. k. f(€) = > ...z, f(e) (t a nyeld).

Az f folyam értéke negativ is lehet, ilyenkor visszafele folyik a viz a csGhalozat-
ban. Az iires folyam értéke 0.

Folyam probléma: Adott egy halozat. Keressiink hozza egy maximélis értékd
folyamot.

A maximalis jelz§ els6 olvasatban problémas. Egy folytonos probléméaval allunk
szemben, amikor nem sziiségszert a legnagyobb érték fevétele. Egy folyam egy m
¢l halozatban m valos szam lefrasaval adhaté meg, azaz azonosithato RF = R™ egy
pontjaval. A folyamoknak megfelel§ pontok R™ egy kompakt halmaza, amelyen az
érték egy folytonos fiiggvény. Ez a folytonos fliggvény felveszi maximumat R™ egy
kompakt részhalmazan.

Megjegyzés. Tulajdonképpen a folyam probléma a linearis programozéasi feladat
egy specialis esete: a maximalizdlando é(f) fiiggvény lineéris, valamint a folyamok
halmaza linearis egyenlGségekkel és egyenlStlenségekkel van definialva.

Az, hogy a folyamok értéke nem lehet tetszéleges nagy (a hélozat korlatozza a
forrasbol nyel6be atjuttathaté anyagot) az elemi médon is konnyen latszik. Tetszo-
leges f folyam esetén

()= fle)=> fle)< > cle).

e:sKe e:sBe e:sKe

Azaz é(f) a halozat egy paraméterével becstilhetd.

Vizsgalatunkat egy fontos észrevétellel kezdjiik. Bevezetjik a vagéas fogalmét.
Ez lehetdséget ad a folyam értékének alternativ leirdséara és ez alapjan a legnagyobb
folyamértékére alternativ fels§ becsléseket kapunk.

Definicié. Legyen [el egy iranyitott graf. Egy V = {S,T} vagas G-ben a pont-
halmaz egy kétosztalya particidja két nemiires ponthalmazba. S és T a vagéas két
osztalya vagy partja.

E(V)={ee€ E(a) . e két végpontja kiilonboz6 partra esik},

a )V vagés élhalmaza.

V egy x-y vagas, hax € S, ésyeT.

Ha egy halozatban beszéliink vagasrol, akkor az mindig egy s-t vagas. Azaz a
forras és nyeld kiilonbo6zé osztélyba esik.
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A vagésra gondolhatunk tgy mint egy folyora, ami a csticsokat két varosrészre
osztjak. A vagas élei azon élek, amelyek — a folyé hasonlatban — hidaknak tekint-
hetsk, azaz a két partot kotik Gssze. Alapgrafunk irdanyitott, igy egy vagas élei két
osztalyba sorolhatok:

Definicié.

Tehat E’)(V) a forras partjarol indulo, a nyel6 partjara vezets élek halmaza.
A folyam értékét a forras lokali kornyezete (a ra illeszkedd élek) alapjan defini-
altuk. Az érték tetszéleges vagas mentén kifejezhetd.

3. Lemma. Tetszdleges V = {S, T} vdgdsra:

df)= > fle— > fle.

cie€ E (V) € B (V)

Tehéat tetszoleges V vagas alapjan egy alternativ leirasa adhato a folyam értéké-
nek. Az eredeti definici6 is beilleszthets ebbe a séméaba. Ha S = {s}, akkor vissza

kapjuk az eredeti definiaciot (ekkor E)(V) = {e: sKe} és <E(V) = {e : sBe}). Egy
maésik érdekes specialis eset T' = {t}. A lemma &llitasa ekkor

e(f)=> fle)= > fle).

Bizonyitas. S minden elemére egy egyenlGséget irunk fel.
Az s cstcs/forras esetén ez a folyam értékének definicidja:

e(f) = fle)=Y_ fle).

e:eKs e:eBs

A v € S\{s} csucsokra (azaz a nem forrasokra) ez a megmaradési torvény,
atrendezve a fenti egyenlGség , stilusara”

0= fle) = > £o)

Ezutan Gsszegezziik az 6sszes S-beli cstcsra felirt egyenlGséget. A bal oldal pon-
tosan é(f) lesz. A jobb oldalon szerepl valtozok (f(e)) az élekkel vannak indexelve
és egyiitthatojuk a vagashoz valo viszonyuktol fligg. Egy él viszonya a vagashoz
négyféle lehet:

1. S — S: Ezek az xy élekhez tartozé valtozok kiesnek, a jobb oldalon két
egyenletben (az x cstuicshoz és y cstucshoz felirtakban) szerepelnek ellentétes
elGjellel.

2. T — T: Ezek az élek egyik felirt egyenlGségben sem szerepelnek.

3. S — T: Ezek az 7y élekhez tartozoé valtozok a jobb oldalon egy egyenletben
(az x cstcshoz felirtban) szerepelnek pozitiv eljellel.
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4. T — S: Ezek az zy élekhez tartozo valtozok a jobb oldalon egy egyenletben
(az y csucshoz felirtban) szerepelnek negativ elgjellel.

Igy az Osszegzés utan a jobb oldalon a folyam érték alternativ felirasahoz jutunk.
[ |

S1T

Az alternativ definiciok alapjan is becsiilhetjiik egy folyam értékét. Az alabbi-
akban az allitast és bizonyitésat egyszerre adjuk.

4. Kovetkezmény. Legyen [ tetszdleges folyam, V tetszdleges vigds a hdldzatban.
Ekkor

afN= Y fleo= >, flegs Y )= Y 0= > cle)=cV).

e:eEE(V) e:eéE(V) e:eGE')(V) e:eéE(V) e:eEE(V)

A bizonyitasbol adodo, c(V)-vel jelolt paraméterét a vagasnak a vagas kapa-
citasanak nevezziik. Az egyenlGtlenség tetszéleges folyam és tetszéleges vagasra
vonatkozik. A folyam csak az egyenlStlenség bal oldalén szerepel, a vagas csak a
jobb oldalon. Ilyen esetben a sok alkalmazas kozott van egy legerGsebb: amikor
folyamunk a legnagyobb értékt, viszont vagasunk a legkisebb kapacitasi.

5. Kovetkezmény.

(A<
max éf) < VH;;;;,SC(V),

tehdt a mazimalis folyamérték legfeljebb akkora mint a minimdlis vdgdskapacitds.

Megjegyzés. Tudjuk, hogy véges sok vagéas van egy n cstucsu halozatban, pontosan
272 db. Azaz a jobb oldal egy véges halmazon vett optimalizalasi probléma All.

Célunk, hogy belassuk, hogy az egyenlétlenség helyett egyenloség irhato.

Ha f optimaélis (maximaélis értékid), akkor alkalmas V vagasra az E)(V)-beli élek

kapacitasig kihasznaltak, mig az %(V)—beli éleken nincs visszafolyas.

Egy ujabb fogalomra van sziikségiink. . .
Legyen P egy iranyitatlan értelemben vett Gt G-ben. Azaz hagyjuk el a G
graf iranyitasat (igy kapjuk a G iranyitatlan grafot) és P egy ut ebben. P éleit
két kategoridba sorolhatjuk (6—beli iranyitasanak megfelelGen): vagy elérehalado él
(azaz a P-t leird pont-él-pont-él. .. sorozatban kiindulé végpontja el6bb van) vagy
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hatramutato él (azaz a P-t leird pont-él-pont-€él... sorozatban kiindulé végpontja
kés6bb van). Ezen élek halmazai rendre E°9¢(P), illetve E"t2(P) jeldlje. Igy

E(P) — Eelc’ire(P)UEhétra(P).

Definicié. Legyen H(a,s,t,c) halozat, ebben pedig egy f folyam. Legyen P
H
egy iranyitatlan értelemben vett it G-ben (specidlisan hasznalhatjuk az F(P) =
. ) —
Ed6e( Py EMdtra(P) jelolést). P javitént (f folyamra, H(G, s, t,c) halézatban),
ha

(o) P egy s-t ut G-ban,

(J) e € E°9¢(P) esetén f(e) < c(e), mig e € EMU3(P) esetén f(e) > 0, azaz ha az
elérehalado éleken a folyam nem hasznalja ki a csGszakasz altal engedet maxi-
mumot (az él kapacitésat) valamint visszafele (a hatramutato éleken) torténik
bizonyos ,,visszafolyas”.

6. Lemma. Legyen f egy folyam a H(a,s,t,c) hdlozatban. Ekkor ha taldlunk egy
P javito utat, akkor f folyam javithato, azaz nem maximdlis értéki.

— 5916re

Bizonyitas. Legyen P egy javito ut f-re. Legyen min.cpesepy(c(e) — f(e))
(azaz, egy élhez tartozo szam azt mutatja meg, hogy legfeljebb mennyivel novel-
het§ az anyagmennyiség ezen élen a kapacitas korlat megsértése nélkiil), hasonldan
OMAE — min,e praa(py f(€), valamint a minimumuk: ¢ = min(§"4#, §elore).

o (f@). eg B(P).
Fle)=1 fle) 46, ee Eo(p)
fe) 6

e e € Ehétra(p),

A kovetkezd észrevételek szolgaljak a bizonyitas alapjat:
(1) 6 > 0.
(2) f megengedett. Igazabdl § definialasa tgy tort’ent, hogy a maximalis olyan

értéket valasztottuk, hogy anyagmennyiség novelése esetén ne menjiink a meg-
felels kapacitas folé, illetve csokkentés esetén ne kapjunk negativ mennyiséget.

(3) fv teljesiti a megmaradasi torvényeket. Egy V(a) — {s,t} cstcs eshet P-n
kiviilre, illetve P-re. Ez utébbi esetben az ott 6sszefutoé két P-beli él irdnyit’asa
négyféle lehet. Az 6t eset mindegyikében egyszerii altalanos iskolai szamtan
adja, hogy az f-re érvényes megmaradasi torvény tovabbra is fennall.
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(4) &(f) = é(f) + 6. Egyszert aritmetika.

(2) és (3) egyiitt igazolja, hogy fegy folyam. (1) és (4) egyiitt igazolja, hogy f
értéke nagyobb mint f-é. [ |

Azaz egy javitout felismerése egy modot ad folyamunk javitésara.

Vajon ez a modszer univerzalis-e? Van-e iigyesebb modszer a folyamérték novelésé-
re?

Egy ilyen modszer javité at hianyaban, egy mas logika alapjan adna nagyobb
értékid folyamot. Belatjuk, hogy ilyen ,szuperokos” médszer nincs.

3. A folyamok alaptétele és kovetkezményei

A kovetkezd tétel a korabban feltett kérdések megvalaszolasahoz vezet.

7. Tétel. Legyen [ egy folyam a H(a,s,t,c) hdlozatban. A kovetkezd dallitdsok
ekvivalensek:

(1) f folyam értéke mazimalis

(it) f-hez van olyan V = {S, T} vdgds, hogy é(f) = c(V),

(111) f-hez mincs javitd t.
Bizonyitas. (i) = (iii): Az el6z8 lemma szerint javito ut léte bizonyitja, hogy
folyamunk nem optimalis. A fenti implikicié ugyanezt az allitast tartalmazza némi
logikai atfogalmazassal.

(17) = (i): Tetszoleges V vagas kapacitasa tetszdleges folyam értekét feliilrsl
becsiili. Ha egy fels6 becslés egyben folyam érték is, akkor ez a folyam értéke biztos
maximalis.

A tétel lényege a (iii) = (i7) allitdas. Ennek bizonyitasahoz az alabbi fogalmat
vezetjiik be:

Definicié. P ir’anyitatlan értelemben vett ut javitott-kezdemény (egy H haldozatban
lévs f folyamra), ha:

(0)” s-bél induld ut G-ben,

(J) tetszoleges e € E°5(P) esetén f(e) < c(e) és tetszSleges e € EMUa(P) esetén

f(e) > 0.

Azaz a javito utsag feltételei koziil csak azt dobjuk el, hogy az ut a nyel6be ve-
zessen. Emiatt egy javitotut-kezdemény nem hasznalhaté egy folyam novelésére. Ha
a megfelel§ lemma alapjan a folyamunkat megvaltoztatjuk, akkor az it x végpont-
jaban a megmaradési torvény megsériil. A javitout-kezdemény egy olyan ut, aminél
esélyt lathatunk hogy meghosszabbitasaval javitoutat kapjunk.

Legyen S = {x € V : tallhato sz javitotut-kezdemény}, T := V\S = S. Megje-
gyezzik, ha x € S, azaz x-be vezet javitout-kezdemény, akkor ez az it végig S-ben
vezet, hiszen A javitout-kezdemény kezdGszeletei is javitout-kezdemények.

(iii) miatt ¢ ¢ S. Az s ut egy 0 hosszu 1t, ami nyilvan javitout-kezdemény,
azaz s € S A fenti két halmaz egy V = {5, T} vagast hataroz meg.
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8. Allitas. AV = {S,T} vdgds bizonyitja (ii)-at, azaz é(f) = c¢(V).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a vagéason alapulva is felirhatjuk a folyam értékét:

= D fleo= D fle)

— —
e:ec E(V) eiee E(V)

Legyen tetszleges zy € E(V) ¢l (azaz x € S és y € T). Legyen P egy sx
ut (irdnyitatlan értelemben), ami x € S-et bizonyitja (azaz javitout-kezdemény).
Ekkor P : P + Ty, y egy sy ut, ami nem lehet javitout-kezdemény, hiszen y ¢ S.
A javitout-kezdeménység egyetlen moédon ,romolhat el”: f(z7) = c(zy). Valoban
7 € E(P) és f(T) < c(zy) sériilése esetén csak f(77) = (7)) lehetGség marad
egy folyamban.

Teljesen hasonlo logika adja, hogy tetszéleges 77 € <E(V) ¢l esetén f(zy) = 0.

Igy fent felirt, a folyam értéket ado kifejezést tovabb irhatjuk:

ef)y= D fleo= D fleo= > )= > 0=cV),

e:eEE(V) e:eGE(V) e:eGE(V) e:eeg(V)
ahogy bizonyitani kellett. [ |
Az allitas bizonyitasa az alaptétel bizonyitasat teljessé tette. [ |

9. Kovetkezmény (Maximalis-folyam-minimalis-vagas-tétel, Max-flow-min-
cut-tetel, MFMC tétel).

MATf folyam€(f) = Miny vigasc(V)-

Bizonyitas. Valoban. Mar lattuk, hogy a bal oldal nem nagyobb mint a jobb oldal.
Legyen F egy maximalis értéki folyam. Az alaptétel szerint van hozza (ii) pontban
leirt tulajdonsagu vagas. Ez éppen azt adja, hogy a jobb oldal sem nagyobb mint a
bal oldal. [ |

10. Kovetkezmeény. A kovetkezd algoritmus inputja eqy hdldzat. Az algoritmus
ledlldasakor eqy maximdlis értékd folyamot ad meg.

Ford-Fulkerson algoritmus:

Kiinduld 1lépés: Legyen f =0, azaz f az dires folyam.

// A cél egy kiindulo folyam definidldsa. Ha ldtunk egy nagyobb értéki folyamot,
// akkor kezdhetink ezzel is.

Keresés inicializalasa: Legyen S := {s}.

// S azon csiucsok halmaza, ahovd javitout-kezdeményeket taldltunk.
Javitout-kezdemények novelése:

// S novelése.
Legyen

B = {3 € V\S : van olyan y € S, hogy y& € E és f(y2) < c(yz)},

Bhtre — L4 € V\S : wan olyany € S, hogy 7 € E és f(zy) > 0)}.

Keressiik meg B U B egy 1 elemét.
Ezutan hdrom esetet kiilonboztetiink meg:
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(1) Bévités: Hax #t akkor S « SU{x} és folytassuk a Javitdut-kezdemények
novelése [épéssel.

(i1) Javitas: Hax =t akkor ,nyomozzuk vissza” hogyan jutottunk el ide. Az ,ok”
eqy javitout lesz. Ez alapjdn javitsuk f-et: f «— f (ldsd a javito 4t definididjdt
kévetd lemmadt). Térjink vissza a Keresés inicializédlésa lépésre.

(i) Ledllas: Belorey Bhdtre — ().

// Ekkort & S. S konkrét értéke megegyezik azon halmazzal, amit a fététel
// (11))= (i) bizonyitdsdban szerepelt.
Ekkor STOP, az aktudlis folyam értéke maximdlis.

A kovetkezmény igazolasa nyilvanvalo a fGtétel bizonyitasa alapjan: Leallas ese-
tén az aktuélis S halmaz egy V = (5,7) vagéas ir le. Erre és az aktualis f-re
é(f) = ¢(V), azaz az output korrekt.

Megjegyzés. A fentiek alapjan érdemes a Ford—Fulkerson-algorimtust agy modo-
sitani, hogy leallaskor a kiszamot V vagast is kiadja. Ez egy olyan vagas lesz, amely
eléremutato élein kapacitasnyi/maximéalis anyagmennyiség folyik, mig hatramutato
élein nincs visszafolyas. Fz egy laikus szaméra is mutatja az output korrektségét,
abban akkor is megbizhatunk, ha az algoritmus koédolasa esetleg nem megbizhat6.
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(Mondjuk a programoz6 egyetemi évei alatt nem teljesitett egy grafelmélet kurzust
sem.)

Az algoritmus javitoutak novelésével probalja elérni az optimalis folyamot. A
fenti kovetkezmény csak azt mondta, ha az algoritmus leall, akkor outputja korrekt.
Ciklizélhat-e az algoritmus? Azaz elképzelhet6-e, hogy javitasok végtelen sorozatat
kapjuk, igy sose érjiik el az optimalis folyamot. Ciklizalas esetén a kapott folyam-
sorozat értéke monoton né és a haladzat altal korlatozott. Azaz az értékek sorozata
konvergens. A ciklizédlasnak két kimenetele lehet. Jobb esetben a kiszdmolt folyamok
értékei az optimalis folyamértékhez konvergalnak. Elképzelhets-e, hogy az algorit-
mus ciklizél, de a folyamértékek sorozatanak limesze nem az optimalis folyamérték
(hanem nyilvan annal kisebb)?

A fenti kérdésekre tobbféle valasz is adhato.

1. valasz: Valésagban a kapacitasfiiggvény értékkészlete nem a pozitiv valos szamok
halmaza, hanem Q%, azaz a pozitiv racionalis szamok halmaza. Ezek a kapacitas
értékek (véges sok) skalazhatok gy, hogy egészek legyenek (gondolhatunk arra, hogy
alkalmas mértékegységvaltast végziink vagy a kapacitas értékeket leird racionalis
szamok kozos nevezgjével minden beszorzunk).

Ha a kapacitasok egészek és a kiindulo folyam is egészértéki (folyamot leiro fiigg-
vény értékkészlete N), akkor az algoritmus futasa soran végig csak egész szamokkal
dolgozik. Specialisan § > 0 is egész lesz, azaz 6 > 1 (lasd a javitout definiciojat
kovets lemmat) Azaz a folyam minden javitasanal a folyam értéke legalabb 1-gyel
ng, igy nem lehet ciklizélas.

2. valasz: Elméletben elképzelhetjiik, hogy pontos, valos aritmetikaval dolgozunk.
A fenti algoritmus javitout-kezdemények novelése olyan szabadon van megfogalmaz-
va, hogy tetszdleges javitoiut megtalalasihoz vezet. Azaz sok rovid javitout létezése
esetén is lehetséges, hogy a fenti nem-determinisztikus leiras egy hosszu javitoutat
talal meg. Példédk adhatok, hogy ekkor elképzelhetd az, hogy a kiszémolt folyamok
értékeinek monoton névs korlatos sorozata nem az optimaélis folyamértékhez tart.
3. valasz: Modositsuk a javitout keresést a szélessségi keresés filozofidja szerint.
Az igy kapott algoritmus a Ford—Fulkerson-algoritmus Edmonds—Karp-valtozata.
Ekkor csak a Javitout-kezdemények novelése lépést valtoztatjuk meg az aldbbiak
szerint:

Hatéarozzuk meg a B = B°% U Bhitra halmazt.
Ezutan harom esetet kiilonboztetiink meg:
(i) Bévités: Hat ¢ B akkor S «— SU B és folyatssuk a Javitéut-kezdemények
novelése lépéssel.
// Ekkor az S = Sg; halmaz bévitésénél olyan = csticsokat kell Osszegytjteni,

// amelynél a hozzatartozo y cstcs a B halmazbol keril ki.
(ii) Javitas: Ha t € B, akkor az eredeti algoritmus alapjan jarunk el.

(ii) Leallas: Ha By Bhitra — () akkor az eredeti algoritmus alapjan jarunk
el.

Ez a valtozat garantalja, hogy a legrévidebb javitoé utat talaljuk meg. Belatha-
t6, hogy az Edmonds—Karp-algoritmus (s6t a Ford—Fulkerson-algoritmus minden
olyan valtozata, ami a legrévidebb javitoutakkal javit) olyan, hogy O(|V|*) javitas
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utan leall, specialisan nincs ciklizalas. Persze a fenti allitas joval er6sebb. A futési
id6 végessége helyett egy fels6 becslést ad ré, ami az input méretében polinomiélis.
A fenti valtozat egy tgynevezett polinomialis algoritmus. A polinomialis jelz6 (amit
a fenti vazalatos leirds magyaraz meg) az ,elméletileg hatékonynak tekintends” el-
fogadott formalizalasa.

A 1. valasz gondolatmenetébdl kapjuk a kdvetkez6 kdvetkezményt.

11. Kovetkezmény. Legyen (6, s,t,c) hdlozat, amelyben c : E(@) — N*. Ekkor
—
létezik f : E(G) — N optimdlis folyam.

Megjegyezziik, hogy nem allitjuk, s6t nem is igaz, hogy minden optimaélis folyam
sziikségszertien olyan, hogy minden élen egész anyagmennyiség folyik.

Példa. H halozat ¢ = 1 kapacitasfiiggvénnyel. Harom optimaélis folyammal, ame-
lyek koziil ketts kiillonbozs, egész értékd és egy harmadik olyan, hogy egyes éleken
irracionalis anyagmennyiség folyik.

¢ azonosan 1 t

A végs6 alkalmazéasunkhoz jobban megvizsgaljuk az azonosan-1 kapacitéasa halo-
zatokat (azaz minden él egy egyencss). Nevezziik az ilyeneket uniform halézatoknak.

Vegyiink egy uniform hélézatot és benne egy f : E (Zf) — {0, 1} folyamot. Egy
ilyen folyam azonosithato6 F C E(a) élhalmazzal: f — F = {e : f(e) = 1}.
Természetesen ez a ,kodolas” megfordithatd. Adott F' élhalmaza is ,elolvashatd”
mint egy f: F(G) — {0, 1} fiiggvény:

1, ee€F,
f(e):{o, edF

Természetesen az igy kapott fiiggvény elegettesz a megengedettségi feltételnek (c
azonosan 1). A megmaradési torvény is megfogalmazhato az élhalmaz grafelméleti
nyelvén.

Definicié. Legyen G iranyftott graf, F' egy élhalmaza, v egy cstics. Ekkor dyi(v) =
He € F:vKe}| és d%(v) = |{e € F : vBe}|.

Eszrevétel. Legyen F egy élhalmaz egy uniform hélozatban. F altal kodolt f :
ﬁ
E(G) — {0,1} faggvény akkor és csak akkor teljesitis a megmaradasi térvényt, ha
é
minden v € V(G) — {s,t} cstcsra

dp (v) = dff (v).
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Példa. Legyen F' k darab éldiszjunkt iranyitott st ut élhalmaza. Ekkor F' egy folyam
az uniform halézatunkban. Ertéke k.

Ez egy naiv példa. Ennek ellenére célunk annak igazolasa, hogy minden F' £
értékd folyamban ott van a k éldiszjunkt iranyitott st ut. Igy, ha van tovabbi él
F-ben (ami elképzelhets) akkor azok feleslegesek.

12. Allitas. Legyen F egy élhalmaz G-ben. A kovetkezok ekvivalensek:
(i) F egy f folyamot ir le.

(ii) Minden nem nyeld és nem forrds v csicsra di(v) = d%(v).

(iii) F felirhato UiPiUUZ-QiUUiCi alakban, ahol a P; halmazok eqy-eqy forrds-nyeld
irdnyitott ut élhalmaza, a Q; halmazok egy-eqy nyeld-forrds iranyitott it élhal-
maza, a C; halmazok egy-eqy irdnyitott kér élhalmaza. (A jelolésben ott van
az a feltétel, hogy az unio tagjai DISZJUNKT élhalmazok.)

Bizonyitas. (i) és (ii) ekvivalencidja nyilvanvalo, ahogy ezt az el6z6 észrevételben
lefrtuk.
(7i1) = (4i) konnyen ellendrizhetd.
Az ekvivalencia ,lényege” (ii) = (iii). Ezt egy algoritmussal irjuk le.
1. eset: F'-ben van irdnyitott kor. Legyen C' egy iranyitott kor élhalmaza. Ekkor
F — C-re is teljesiilnek (ii) fokszam feltételei. Rekurziv médon megkereshetjiik
F — C felbontésat/dekompozicidjat, amihez C-t hozzaadva kapjuk a bizonyitandd
felbontést F-re.
2. eset: F-ben nincs iranyitott kér és F' nem fiires. e egy él F-ben. Ekkor a fokszam
feltételek miatt e-t elére/hétra kiterjeszthetjiikk egy P maximélis utta. Ennek két
végpontja csak a forras-nyel par lehet. Ekkor F' — P-re is teljesiilnek (ii) fokszam
hez P-t hozzaadva kapjuk a bizonyitando felbontast F-re.
A teljes (moho) algoritmus F' szétbontéséra:
Amig F # ()
Ha talalunk, vegyiik ki egy C iranyitott kor élhalmazat F-bdl
és F-et helyettesitsiik F' — (C-vel.
// A megtaldalt C egy lehet3ség egy Osszetevdre.
// Mohd médon az output részévé tesszik.
Vegyiik ki egy P iranyitott forras-nyeld vagy nyeld-forras Ut
élhalmazat és F'-et helyettesitsiik F'— P-vel.
// A megtaldlt P egy lehetdség egy Osszetevdre.
// Mohd médon az output
részévé tesszik. [

Az észrevételt egy kissé finomitjuk: Ha a fenti dekompozicioban k& darab st-it,
¢ darab ts-ut szerepel, akkor a megfelelg f folyamra érték(f) = k — ¢. Specilisan,
ha f egy optimalis folyam, akkor ¢ = 0. S6t optimalitas esetén F' dekompozicidja-
bol elhagyhatok az iranyitott korok (amennyiben szerepelnek). Igy egy Fy szintén
optimélis folyamot kodolod élhalmazt kapunk.

Nevezziink egy élhalmazt egyszeriinek, ha nincs benne iranyitott kor. Ekkor
folyamot leiré élhalmaz kiritkithaté tgy, hogy egyszeri legyen, folyam maradjon és
értéke ne valtozzon. A fenti megallapitasainkat a kovetkezSképpen Osszegezhetjiik.
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H
13. Lemma. Legyen (G;s,t;c) egy uniform hdldzat. Ekkor van olyan optimdlis
folyam, amely eqy eqyszertd élhalmazzal azonositott. A maximdlis folyamérték éppen
az eqyszerid dekompozicioban az st-utak szdma.

Bizonyitas. Halozatunk kapacitasfiiggvénye csak egész (igazabol csak 1) értéket
vesz fel. Igy az optimalis folyamok kozott van olyan, amely lefrasaban az értékkészlet
{0,1}. Azaz azonosithato egy F' élhalmazzal. A fentiek alapjan errsl az élhalmazrol
feltehets, hogy egyszerd, azaz éldiszjunkt st irdnyitott utak élhalmazinak unioja.
Azaz folyamunk a naiv példa egy esete. |

Definicié. Egy uniform héalozatban egy élhalmazt szeparalé/elvagé élhalmaznak ne-
veziink, ha elhagyasa utan nem lesz iranyitott st Gt G-ben.

Példa. Legyen V = (S,T) egy vagas a halozatban. Ekkor ﬁ(V) egy szeparalod
élhalmaz.

Valéban minden st iranyitott uton végighaladva lesz egy él/ 1épés, ami S-beli
cstesbol indul ki és T-beli cstcshoz vezet (az ut els§ cstucsa S-beli, utolsé csticsa
T-beli). Egy ilyen él ﬁ(V)—beli él. Tehat ﬁ(V) éleit elhagyva nem maradhat st
iranyitott tut.

Példénk megint univerzalis az alabbi értelemben:

14. Allitas. Bdrmely L szepardld élhalmaznak van olyan részhalmaza ami eqy vdgds
élhalmaza.

Bizonyitas. Valoban
— —
V = (s-b8l G — L-ben elérhetd csucsok, s-b6l G — L-ben nem elérhetd csticsok)

vagas esetén ﬁ(V) élhalmaz L egy részhalmazat adjak. [

Ezekutan méar konnyen kapjuk az alabbi kovetkezményt:

15. Tétel (Menger-tétele). [l eqy iranyitott graf s,t € V két (s # t) kitintetett
csucesal. Ekkor

max{k :Py,..., Py éldiszjunkt st utak} =
=min{|L|: L C E(E')), G — L-ben nincs st ut}.

Megjegyzés. A tételt a kovetkezd ,mesével” vilagithatjuk meg: Tegyiik fel, s la-
kotelep, t belvaros, a rendérok tudjak, hogy biinozék a lakoteleprdl a belvarosba
tartanak. Utak lezéraséval szeretnék ellendrizni a belvarosba bemend forgalmat
(amely a kresz betartasaval torténik, azaz az ttszakaszok iranyitésa szerint halad
mindenki). A bizonyitandé allitas bal oldala a biin6zsk fiiggetlen terveinek maxi-
mélis szama, mig a jobb oldal a rendérok szdmara lezarando ttszakaszok minimaélis
szama.

Bizonyitas. <: Egyszeri. A fenti mesén alapul6 konkrét példa jol megvilagitja az
allitast. Tegytik fel, hogy a bal oldal értéke 10. Azaz a biin6zdk 10 éldiszjunkt tervvel
allhatnak el6. Minden utlezaras legfeljebb egy tervet akadalyozhat meg (itt hasz-
naljuk a tervek fiiggetlenségét /éldiszjunktsagat). Azaz a rendérok szamara legalabb
10 ut lezarasa sziikséges.
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A > irdny a tétel lényege. Igazabol a teljes allitas konnyen kévetkezik az MEMC
tételbol:

A feladat grafjaban minden él kapacitasa legyen 1. Az igy kapott H uniform
héalozatban az optimalis folyamok kozt lesz egy, amely egy egyszert élhalmazzal
azonosithato. Ha értéke k, akkor k éldiszjunkt st utra szétszedhets. Ez megforditva
is igaz. k éldiszjunkt st utbol osszerakhato egy k értékid folyam. Azaz

max{k : Py,..., P, éldiszjunkt st utak} = max{é(f) : F folyam H-ban}

Egy szeparédld élhalmaz tartalmazza egy vagas forrds-nyels éleit. Lattuk ennek
megforditasat is. Egy vagas forras-nyeld éleinek szama egy uniform halézatben épp-
pen a kapacitasa. Azaz

min{c(V) : V egy st-vagas} = min{|L|: L C E(a), G — L-ben nincs st ut}.
Az MFMC-tétel kovetkezménye a Menger-tétel. [ |

A tételben az alapgraf iranyitottsaga nem lényeges.

16. Kovetkezmény (Menger tétele (iranyitatlan grafban élfiiggetlen utakra
vonatkozé valtozat)). Legyen G egy irdnyitatlan grdaf, és s,t két pont a grdfban.
Ekkor

max{k :Py,..., Py éldiszjunkt st utak} =
=min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs st it}.

Csak vazoljuk ennek egy lehetséges igazolésat: Legyen G aza graf, amelyet G-
bél gy kapunk, hogy minden e = zy élét helyettesitjiik két éllel: egy 7y és egy vz
éllel (azaz az e ¢l oda-vissza iranyitott két példanyaval). Irjuk fel az MFMC-tételt.

A maximalis folyamértéﬁkombinatorikus leirasanal kell egy kissé 6vatosnak len-
niink. Vegyiink egy f : E(G) — {0,1} optimalis folyamot és az ezt leir6 F' élhal-
mazt. Errdl feltehets, hogy egyszerd. Specidlisan egyetlen eredeti élt helyettesité
oda-vissza élpar nem lesz benne. Igy a megfelels utak visszavetitése az eredeti
grafba éldiszjunkt utakat ad. Azaz a maximalis folyamérték éppen a bizonyitandé
egyenlGség bal oldala.

A tovabbi része a bizonyitasnak teljesen analog az iranyitott esettel.

Tovabba utrendszeriink éldiszjunktsaga helyettesithets az ttrendszer belsé pont-
halmazainak paronkénti diszjunktsagara vonatkozo feltétellel.

17. Kovetkezmény (Menger tétele (pontfiiggetlen utakra vonatkozé valtoza-
tok)).

H
(1) Legyen G eqy iranyitott grdf, és legyen s,t két pont a grafban. Tegyiik fel, hogy
H
nincs st irdnyitott él a grdfban. Ekkor

max{k :Py, ..., P pontfiggetlen st at} =
=min{|U|: U C V(a)\{s,t} és G — U-ban nincs st ut}.
(i1) Legyen G egy irdnyitatlan grdf, és leqgyen s,t két pont a grifban. Tegyiik fel,
hogy nincs st €l a grdafban. Ekkor
max{k :Py, ..., Py pontfiggetlen st it} =
=min{|U|: U C V(a)\{s,t} elvdlasztja s-et és t-t}.
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Ismét csak vazoljuk mi a teendd, ha ezen véltozatot szeretnénk a fentiek utan
igazolni.

(i)-hez legyen G az a graf amely G bl nyeriink a kovetkezd modon: Legyen
V(G") = {s,t} U {ape,zig : @ € V(G) — {s,¢}}. Minden e = 7 € E(G) élnek
feleljen meg egy e = T, ype ¢l (legyen sy = Spe = 5 €8 tiy = tpe = t). FE(G)
élhalmazt alkossik ezek az élek és az {Tpety; : @ € V(E')) —{s,t}} élek.

Irjuk fel az MEMC-tételt G grafra. A kapott két egyenldség két oldalarol lassuk
be, hogy a bizonyitandé egyenlség egy-egy oldalaval egyenlsk.

(ii)-hez korabbi tleteinket kell 6sszegezni. A részletek kidolgozéasat az érdeklsdd
hallgatokra bizzuk.

4. k-szorosan élosszefiiggd és k-szorosan oOsszefuggd
grafok jellemzése

18. Tétel. Legyen G grdf, k pozitiv egész.

(1) G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely z,y € V(G)-re
létezik k darab paronként éldiszjunkt xy it G-ben.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan ésszefiggd, ha |V(G)| > k + 1, és barmely
x,y csucsra létezik k darab pdronként pontfiggetlen xy it G-ben, azaz utak,
amelyek belsd pontjainak halmazai pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen G, x, y és k adott.

(i) Ha létezik tetszoleges = és y csicsra létezik k darab éldiszjunkt zy at G-
ben, akkor k — 1 él elhagyasaval még el lehet jutni x-bél y-ba, ezért G k-szorosan
élosszefiliggd.

Tegyiik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggs, és alkalmazzuk a Menger-tételt.

k <min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs zy ut} =
=max{(: Py,..., P, éldiszjunkt zy utak}

Ezért létezik k darab éldiszjunkt zy ut G-ben.

(ii) Elgszor tegyiik fel, hogy tetszSleges = és y csicsra létezik k darab pontfiig-
getlen xy Gt G-ben. Hagyjunk el k-nal kevesebb pontot G-bél. A maradékban levé
tetszGleges u és v cstucsok kozt eredetileg meglévs k pontfiiggetlen utak valamelyike
megmaradt, ezért G k-szorosan Osszefiiggd.

Forditva tegytiik fel, hogy G k-szorosan Osszefiiggs. Legyen az xy élek halmaza
P, P elemszama p. A P-beli élek pontfiiggetlen xy utak. Ha p > k, akkor teljesiil
az allitds. Ha p < k — 1, akkor G — P k — p-szeresen 0Osszefiiggs, azt kell belatni,
hogy létezik k£ — p pontfiiggetlen xy it G — P-ben. Alkalmazzuk a Menger-tételének
irdnyitatlan csucs valtozatat (G — P-ben x és y nem szomszédos):

k—p<min{|U|: UCV(G)\{x,y}, G— P — U-ban nincs zy at} =
=max{l: Py,...P, pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}

Ezért létezik k — p darab pontfiiggetlen xy it G — P-ben, igy k darab G-ben. N
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Definicié. A G graf osszefiiggéségi paraméterei:

@) {max{k: . G k-szorosan élosszefiiggs}, ha G Osszefiiggd
ke(G) =

0, ha G nem Gsszefiiggsd

(@) max{k : G k-szorosan Osszefiiggé}, ha G Osszefiiggs
K =
0, ha G nem 0Osszefiiggd

Eszrevétel. Minden G grafra teljesiilnek a kovetkezok:

Ke(G) = min max{k: P,...P éldiszjunkt zy utak} =

z,yeE(G)
= min min |E(V)| = min |[E(V)],
z,yEE(G) V 1y vagés V vagas

ahol V ={S,T}, SUT =V (G), SNT =0, S,T # 0.
19. Lemma. k.(G) és k(G) is hatékonyan kiszdmolhatd.

Bizonyitas. Csak k. kiszamitasara vazolunk egy algoritmust. Legyen k.(G;z,y) =
max{k : Pp,...P; éldiszjunkt xy utak}. Ez minden x,y csucsra folyam-algoritmussal
kiszamolhato. Igy ke(G) = min, yey k.(G; z,y) is szamolhato. [

Megjegyzés. nax |E(V)| kiszamitasa nehéz, N'P-teljes probléma.
vagas
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