ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

13. El6adas: Osszeszamolési probléméak bonyoltsaga

Eléado: Hajnal Péter 2015. tavasz

1. Osszeszamolasi problémak bonyolultsaga

1.1. Példak

Lassunk néhany példat osszeszamlalasi feladatokra.

Példa. Adott egy G graf, hany feszit6faja van? A megfelels fiiggvény neve legyen
#SPANNING-TREE.

Példa. Adott egy G graf, hany Hamilton kore van? A megfelels fliggvény neve
legyen #HAMILTON.

Példa. Adott egy ¢ halozat, hany kielégits kiértékelése van a valtozoinak? A meg-
felels fiiggvény neve legyen #HALOZAT-SAT.

Példa. Adott egy CNF formula, hany kielégité kiértékelése van a valtozoinak? A
megfelels fliggvény neve legyen #SAT.

Példa. Adott egy 3CNF formula, hany kielégit6 kiértékelése van a valtozoinak? A
megfelels fliggvény neve legyen #3SAT.

Példa. Adott egy G graf, hany teljes parositasa van? A megfelel§ fiiggvény neve
legyen #PAROSITAS.

Példa. Adott egy G egyszerii paros graf, hany teljes parositasa van? A megfeleld
fiiggvény neve legyen #PAROS-GRAF-PAROSITAS.

Példa. Adott M,, {0,1}-méatrix (vagy Z-matrix, vagy Q-métrix). Hatarozzuk meg
detM = Z H(_l)szgn(ﬂ')Mzm(z)

értékét (az M maéatrix determindnsa). A megfelels fiiggvény neve legyen DETER-
MINANS.

Példa. Adott M,,,, természetes szamokat tartalmazo matrix. Hatarozzuk meg

perM = Z ﬁMm

WESn =1

értékét (az M matrix permanense). A megfelel§ fliggvény neve legyen PERMA-
NENS.
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Példa. Adott M., {0,1}-métrix. Hatarozzuk meg perM =3 ¢ [[iL; Mix; érté-
két (az M matrix permanense). A megfelels fiiggvény neve legyen 0-1PERMANENS.

Eszrevétel. Néhany fenti feladatrol érezziik, hogy nehéz. 3SAT egy NP-teljes
probléma: azt kérdezi, hogy a kielégitG értékelések szama 0 vagy nem. A pontos
Osszeszamlalas nyilvan nehezebb.

Mas esetben kezelhets problémakat latunk. A determinansra mar Gauss ismert
hatékony kiszamitasi modszert. (A Gauss-eliminacion alapuld determinans kisza-
mitéd algoritmus analizise munkas. Szamolnunk kell a mtiveletek sordn a szdmok
hosszanak valtozasaval az alapmtveletek Turing-gép implementacidjaval. Ha ezt
a (numerikus analizis és bonyolultsaselmélet hataran 1évs) feladatot valaki elvégzi,
akkor azt kapja, hogy a DETREMINANS fiiggvény polinom idében kiszamolhato.)

#SPANNING-TREE visszavezethet6 a determinéns kiszamitasra. Ez az MSc-s
Diszkrét matematika kurzusban latott Kirchoff-tétel kdvetkezménye.

Néhany kozbiils6 problémanal azonban tanacstalanok vagyunk: #PAROS-GRAF-
PAROSITAS esetén a teljes parositasok szamanak 0/nem-0 voltanak eldéntése BSc-s
Kombinatorika anyag: a magyar-modszer alapjan polinom idében megoldhato. A
pontos Osszeszamlalas azonban problémésabb.

A permanens formuléja egyszeriibb mint a determinénsé (hidnyoznak a valtakozo
elGjelek. Viszont a Gauss-eliminacié nem miikodik.

Az azonban kénnyen lathato, hogy #PAROS-GRAF-PAROSITAS és a PERMA-
NENS probléma ekvivalens: Egy egyenls szinosztélyokkal (JA| = |F| = n) rendelke-
76 egyszeri paros grafban az also/fels6 csicsok szomszédsagi matrixaban a kifejtési
tagok pontosan a teljes parositasoknak felelnek meg, a matrix permanense éppen a
teljes parositasok szama.

1.2. Osszeszamolasi problémakkal kapcsolatos nyelvosztalyok

Emlékeztets. Egy nem-determinisztikus Turing-gép w inputjan a futasai halmaza
egy gyokeres faban foglalhatok dssze. A fa levelei ELFOGAD vagy ELVET cimkével
vannak cimkézve. Egy futés egy gyokér-levél ut. Ezeket az utakat/futasokat a levél
cimkéje két kategoriaba sorolja.

Emlékeztets. A T nem-determinisztikus Turing-géprél tegyiik fel, hogy polinomi-
alis, azaz létezik t(z) € R[z|, ami egy korrekt futdasanak hosszat becsiili. Minden
polinom szép id6é-fliggvény, igy feltehets, hogy gépilink w-n legfeljebb t(|w|) 1épést
tesz. Azaz a tantszalag ,levaghato” gy, hogy t(|w|) karaktert tartalmazzon. Igy az
osszfutasok szama, feliilr6l becsiilhetd |Xang ['™-nel.

Definicié.

#P ={f:¥* — N| 3 T polinomiélis nem-determinisztikus Turing-gép,

hogy w-n az elfogado futasok szama = f(w)}
MAJT-P ={L C ¥*| 3T polinomialis nem determinisztikus Turing-gép,

hogy w € L pontosan akkor teljesiil, ha w-n

az elfogado futasok szama > az elvets futasok szama}
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®P = {L C ¥*| 3 T polinomialis nem-determinisztikus Turing-gép,
hogy w € L pontosan akkor teljesiil, ha

w-n paros sok elfogadd futas van}

MAT-P szokasos jele PP. Szoktak véletlen gépként is értelmezni: akkor fogad
el, ha az elfogadas valészinusége tobb mint 1/2. Ennek az elfogad6 szabalynak
azonban nincs gyakorlati haszna. Az 14j elnevezéssel inkabb azt hangsulyozzuk, hogy
a valodi jelentGsége az osztalynak az, hogy az 6sszeszamléalasi problémakat fogja meg.

Az els6 osztaly ami valoban fiiggvényeket tartalmaz (ez a klasszikus Gsszeszamo-
lasi probléma formalizmusa: bizonyos struktirakhoz rendel egy elemszamot, a meg-
szamlalando objektumok szdmat). A masodik kett osztély szorosan kapcsolodik az
els6hoz, de ezek mar nyelvosztalyok. Ezen kettd szimpatikus a bonyolultsagelmélet
szempontjabol, ahol alapvet&en nyelvosztalyokkal foglalkozunk.

A fenti feladatok mindegyike #P-beli. Egyetlen kivétel a DETERMINANS.
Ez negativ értéket is felvehet, igy ekkor elfogadd szamitasi utak szamaként nem
interpretalhaté. Ennek ellenére a DETERMINANS fiiggvény

det,M = Z ﬁ M; ()

mESn,sign(m)=0 i=1
és

det, M = Z ﬁ M; =)

TESp,sign(m)=1i=1

két ,.fele” méar #P-beli, ha a matrix elemeinek természetes szamokat engediink meg
(ezek neve legyen DETERMINANS, ¢s DETERMINANS).
Miel6tt elkezdiink bizonyitani egy fontos megjegyzést tesziink.

Megjegyzés. Feltettiik, hogy a tanu szalag w input mellett ¢(|w|) tantkaraktert
tartalmaz. A futdsok szdma azonban nem sziikségszerten |[|*“D (T' a tantszalag
abécé-je). A géppel azonban elolvastathatjuk az osszes karaktert. Ekkor problémak
keletkezhetnek.

Ezzel lelassulhat géplink: Ez nem baj, polinomiélis ideji marad.

Az elfogadd futasok szama, viszonya az elvets futasok szaméhoz képest, az el-
fogado futdsok szaméanak paritasa valtozhat. Ez sem okoz gondota kiovetkez meg-
gondolasok utan.

Ha leallo allapotba jutunk, akkor olvassuk el a tobbi tantkaraktert és csak akkor
fogadjuk el, ha eredetileg elfogad6 volt leallasunk és utana a 000 ...00 volt a tant-
szalag eredetileg nem olvasott része (feltessziik, hogy 0 € I'). Ezzel gépiink futasa
standard lesz: minden tantkaraktert elolvas és az elfogadé futasok szama nem valto-
zik (igy ennek paritasa sem). Ezzel belattuk, hogy standard nem-determinisztikus
gépekkel dolgozva is ugyanahhoz a #P, &P osztalyhoz jutunk.

MAT-P esetén mas meggondolas szitkséges (most 0,1 € T' feltevéssel éliink):
Ha leallo allapotba jutunk, akkor olvassuk el a tobbi tantkaraktert (errdl feltehet-
jiik, hogy legalabb egy ilyen van). Akkor fogadjunk el, ha 1 volt a taniszalag elsd,
eredetileg nem olvasott karaktere. Akkor vessiik el, ha 0 volt a tantuszalag elsd,
eredetileg nem olvasott karaktere. Ezzel gépiink futésa standard lesz: minden tani-
karaktert elolvas és az elfogado/elvetd futasok szama kiegyenstlyozodik. Az eredeti
helyzet visszaallitasidhoz a kovetkez6 modositast tehetjiik: Akkor is fogadjunk el, ha
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eredetileg elfogadd volt leallasunk és utdna a 000...00 volt a tantszalag eredetileg
nem olvasott része (persze ezzel a korabbi elvetd ledllasunkra vonatkozo szabéalyun-
kat felilirtuk). Illetve akkor is vessiink el, ha eredetileg elvets volt ledllasunk és
utana a 111...11 volt a tantszalag eredetileg nem olvasott része. Igy az eredeti fu-
tasoknak egy olyan futashalmaz felel meg, amiben az elfogadd/elvets futasok szama
kozott pontosan ketts a kiillonbség annak megfelelGen, hogy eredetileg hogy allt le a
gép. Ezzel gépiink futésa standard lesz: minden tantkaraktert elolvas és az elfogado
futasok nagysagrendi viszonya az elvets futasok szaméhoz képest nem valtozik.

1.3. #P-teljes problémak
Definicié. Egy 7 : ¥* — N fiiggvény #P-teljes fliggvény, ha
(i) 7 € #P,

(ii) minden f € #P-hez (f : I'" — N) létezik R polinom idejd redukcios algoritmus
(ez R : I — ¥* fiiggvényt szamol ki), amelyre 7(R(w))-bol kiszamolhato f(w)
polinom id&ben.

Korédbban mar megjegyeztiik, hogy ha egy 6sszeszamlalési probléma erdeménye
olyan, hogy 0 mivioltanak eldontése N'P-teljes, akkor egy nehéz problémaval allunk
szemben. Mostmar ezt matematikailag pontosabban és erételjesebben is megfogal-
mazhatjuk.

1. Tétel. #ZHAMILTON, #SAT, #3SAT #P-teljesek.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. A megfelel dontési problémak N P-teljesek. Azaz
egy N'P Turing-gépre az eldontési probléma redukalhato egy HAMILTON /SAT /3SAT
problémara. A redukcié lényege, hogy a T altal elfogadandd inputok hamaza HA-
MILTON korrel rendelkezs grafba/kielégithetd CNF formulaba/kielégithets 3CNF
formulaba képzddjenek, illetve a T' altal elvetendd inputok hamaza HAMILTON kor-
rel nem rendelkezs grafba/kielégithetetlen CNF formulaba/kielégithetetlen 3CNF
formulaba képzd&djenek. A klasszikus redukciok vizsgalata azt mutatja, hogy azok
vagy eleve bijekciok vagy konnyen modosithatok gy, hogy a redukciotol elvartakat
egy bijekcié valositsa meg. Ennek ellenérzését, a sziikséges otletek megkeresését az
érdekléds hallgatora bizzuk. |

Példaink sora végén azonban parositasi problémakkal taldlkozunk. Ezek dontési
megfelel6i hatékony algoritmusokkal megoldhatok. Ez azonban az Gsszeszamlalési
feladatokrol nem mond semmit. Talan meglepd, hogy a fenti probléma is #P-teljes.

2. Tétel (Valiant). #PAROS-GRAF-PAROSITAS és a PERMANENS probléma
#P-teljes.

Ennek bizonyitas idGigényes. Nem végezziik el, nem vizsgaanyag. Az érdekl6ds
hallgato a jegyzet appendix-ében megtalélja.

1.4. #P ereje

Eszrevétel. Hogyan viszonyul két olyan polinomiélis gép ereje, amelyek koziil az
egyik hozzaférhet egy MAJT-SAT orakulumhoz, a masik egy #SAT orakulumhoz?
Erejiik megegyezik: #SAT orakulumbol MAJ-SAT kérdések trividlisan megvala-
szolhatoak. A forditott viszony binéaris kereséssel oldhaté meg.
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Jelbles. PMATP — p#P (= PPP),

Marad a kérdés: hogyan viszonyul a PMATP — P#P pyelvosztaly a korabbi
osztélyainkhoz? Errél a kovetkezs tétel azt mondja, hogy az 4j osztaly meglepGen
erds. A ,meglepd” jelz§ azért jogos, mert az 1989-ben megjelent eredmény nem vart
nagy attorés volt a bonyolultsagelméletben. 1998-ban Seinosuke Toda Goédel-dijat
kapott ezen cikkéért.

3. Tétel (Toda-tétel). PMATP O PH

A bizonyitas meghaladja ezen kurzus kereteit.

1.5. &P ereje

Az Osszeszamlalasi problémak bonyolultsaganak targyalasat azzal zarjuk, hogy a
paritasi probléma (habér bizonyos értelemben kénnyebb mint az altalanos Gssze-
szamlalas) mégis nehéz.

4. Tétel (Valiant—Vazirani-tétel).
NP c RPF

Bizonyitas. A bizonyitand6 szerint egy R'P algoritmus minden AP probléméat meg-
tud oldani, ha egy &P -beli orakulunokhoz hozzaférhet. Persze tudjuk, hogy ele-
gendd 35 AT-ot megoldani és &P ereje benne rejlik &S AT-ban, azaz abban a prob-
lémaban, hogy adott ¢(xy,...,x,) 3SAT probléma kielégits értékeléseinek szama
péaros-e vagy paratlan.

Az allitasnal erGsebb tételt igazolunk. 35 AT-ot gy oldjuk meg, hogy egy olyan
orakulumot hasznélunk, ami egy adott ¢ problémara megmondja, hogy nem kielégit-
hetd, illetve egyetlen kielégits értékelése van. Amennyiben kielégits értékeléseinek
szdma tobb mint egy, akkor outputja tetszéleges lehet. Ezen probléma neve USAT
és nyilvan konnyebb mint @SAT (DSAT egy specialis esete).

A bizonyitéo RP algoritmus 3S AT megoldasara egyszert: Véltelen valtozo hal-
mazokat generalunk: Ry, Rs,..., R,.1, és véletlen paritdsokat generalunk my, o,

., Tny1 (a véletlen generalasok fiiggetleniil uniform eloszlassal torténnek). Majd
kérdéseket tesziink fel az USAT ordkulumhoz:

* ¥,

o ¢ teljesiil, tovibba R;-ben azon valtozok szamanak paritasa, ami 1 értéket
kap m-€”

o i teljesiil, tovabba R;-ben azon valtozok szaméanak paritasa, amelyek 1 ér-
téket kapnak mi-e, tovabba Rs-ben azon valtozok szamanak paritasa, amelyek
1 értéket kapnak mo-€”

e . teljesiil, tovabba R;-ben azon valtozok szdmanak paritésa, amelyek 1 érté-
ket kapnak 7-e, tovibb& Rs-ben azon valtozok szamanak paritasa, amelyek 1
értéket kapnak mo-e, tovabba Rs-ban azon valtozok szémanak paritasa, ame-
lyek 1 értéket kapnak m3-€”
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Es igy tovabb az utolso kérdésig az orakulumhoz: ¢ teljesiil, tovabba Ry, Ro, ..., Rpt1
mindegyikében azon valtozok szamanak paritasa, amelyek 1 értéket kapnak rendre
T1, ., Tne1- (Ezen kérdések mindegyike kénnyen megfogalmazhato 3CNF alakban.)
Ha béarmikor az ordkulum elfogad, akkor tudjuk hogy a kérdés biztos kielégithetd,
igy specidlisan ¢ is. Ha mindig nemleges valaszt kapunk az orakulumtol, akkor
VALOSZINULEG-ROSSZ allapottal allunk le.

Nyilvan csak akkor hibazhatunk, ha I, = {z : p(x) = 1} nem iires és nem egy-
elemii. Ekkor alkalmas k (természetesen n-nél, a valtozok szaménal nem nagyobb)
pozitiv egészre 2871 < |I,,| < 2F.

Az alédbbi lemma alapjan készen vagyunk (a szokasos hibajavitast eredményezs
iteralt futtatasokkal).

5. Lemma. Legyen I C {0,1}", amelyre 281 < |I| < 2F. Legyenek Ry, Ry, ..., Riy1
véletlen wvdltozd /koordindta halmazok, m, Ty, ..., ki1 véletlen paritdsok. Legyen I,
azon I-beli vektorok halmaza, amelyekre teljesil, hogy Ry, Rs, ..., Ry mindegyikére
az dltaluk leirt poziciokba rendre wy, ..., m paritasi sok 1-es esik. Ekkor

1
P[Ixy1 halmaz 1 elemd] > 3

A lemma bizonyitasa: Legyen z,y két kiillonb6zs elem {0, 1}™-bdl. Azt mondjuk,
hogy R, Rs, ..., Rigy1 sorozat megkiilonbozteti 6ket, ha valamelyik i-re xz-nek és y-
nak az R;-be es6 bitjei koziil az 1-esek szaméanak paritasa kiilonboz6. Ekkor

Plx és y nem megkiilonboztetett] = SEiT
Valoban, legyen D azon koordinadtak halmaza, ahol x és y kiilonbozik. R; akkor és
csak akkor kiilonbozteti meg x, y-t, ha D-t paratlan sok elemben metszi. Mivel D
egy nem lres halmaz, ezért ez egy 1/2 valoszintiségi esemény.
Ezen események kiilonbo6z6 i-kre fiiggetlenek, ami alapjan a fenti egyenléség nyil-
vanvalo. Igy, ha z,y € I két kiilonboz6 elem, akkor
R L . o U1
Pz nem megkiilonboztetett valamelyik mas I-beli elemtdl] < Y] < o

1
P[x megkiilonboztetett mindegyik mas I-beli elemtsl] > 5

Azt mondjuk, hogy x tiléli a my, 7o, ..., T 1 sorozatot, ha z € I és Ry, Rs, ...,
Ry mindegyikére az altaluk leirt poziciokba rendre m, ..., mx41 paritasi sok 1-es
esik. Ennek valészintisége 1/2F1.

Legyen x egy elem {0,1}"-bdl. ,I.; = {z}” pontosan az az esemény, hogy

x I mindegyik mas elemétsl megkiilonboztetett az Ry, Rs, ..., Ryyq sorozat altal,
tovabba x tuléli a 7y, m,, ..., mpyy sorozatot. Ennek valdszintisége nagyobb mint
1 1 1

5 3R T g

Az I..1 = {x}" események, ahogy = végigfut I elemein diszjunktak és egytitt
kiadjak az ,|[;41| = 17 eseményt. A diszjunktsiag miatt a valoszintiség nagyobb mint

1, 11
|[\'W>2 oEz T g

ahogy bizonyitani kellett. |
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2. APPENDIX: Valiant-tétel bizonyitasa

El6szor nézziik meg melyik problémat is vizsgaljuk.

Eszrevétel. A kivetkezs fiiggvények ugyanazok (a megfelels kodolas mellett).
(i) G egyszerd paros graf — teljes parositasok szama,
(i1) M,zpn 0-1 matrix — perM,

(iii) G egy parhuzamos élek nélkiili iranyitott graf — #{V(G) parkettézasainak
szédma iranyitott korokkel},

Bizonyitas. (i)-ben, ha a két szinosztaly mérete kiilonbozik, akkor a hozzarendelt
érték biztos 0. A nem érdektelen esetben az als6 pont-felsé pont szomszédsagi matrix
egy 0-1-matrix, amely permanense a grafbeli teljes parositasok szama.

Ha az (ii)-ben szereplé matrixot egy n pontu iranyitott graf (hurokélek megen-
akkor a permanenset kiado 1-es szorzatok halmaza azonosithaté azon korhalmazok
halmazaval, amik csicshalmazai diszjunktan kiadjak V(G)-t.

A bizonyitéas teljes lesz, ha észrevessziik, hogy mindkét fenti gondolatmenet meg-
fordithato. [ |

Miel6tt a bizonyitashoz fognédnk az el6z6 problémaharmas sulyozott valtozatat
is bevezetjiik.

Eszrevétel. A kovetkezs fiiggvények ugyanazok (a megfelels kodolas mellett).
(i) M,un egész matrix — perM,

(iii) G egy parhuzamos élek nélkiili Z-stilyozott iranyitott graf — Y {]].. B(@) We -
O csicsparkettazas iranyitott korokkel }

6. Tétel (Valiant-tétel). 0-1PERMANENS eqy #P-teljes fiigguény.

Megjegyzés. Valiant tétele valojaban egy kicsit gyengébb. O Turing-redukciot hasz-
nalva igazolta (1979) a teljsséget. Az alabbi bizonyitas Ben-Dor és Halevi 1993-as
bizonyitasahoz all legkozelebb.

Bizonyitas. A bizonyitast a #3SAT-ra vald visszavezetéssel végezziikk. A #3SAT
azt szamolja ki, hogy egy ¢ 3CNF-nek hany kielégits értékadasa van.

A 3CNF-hez egy alkalmas iranyitott grafot konstrualunk, amely iranyitott ko-
rokkkel torténd cstucs-parkettazasainak szama nagyon szoros Osszefiiggésben all a for-
mula kielégits értékeléseinek szamaval. Igy a cstcs-parkettazasok szamabol kénnyen
szamolhato a kielégit§ értékelések szama. Konstrunkcionk tobb lépésben torténik.
El6szor egy sulyozott grafot konstrualunk meg, ahol a silyok a {—1,0,1,2,3} hal-
mazbol keriilnek ki. Ezekutan a —1 stlyt kikiiszobojiik (ara egy nagy pozitiv suly
lesz). Végiil a problémat megoldé iranyitott grafot (0-1 stlyozés) ismertetjuk.

1. 1épés: Sulyozott iranyitott grafjainkban a 0 sulyt az ¢l hianya, az 1 silyt a
szokasos éljelolés, a —1, 2 és 3 silyt a sily feltiintetése és szin jeloli.

El6szor csak néhany Osszetevét ismertetiink.
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Minden klozhoz felvesziik a kovetkezd kloz-A-gel izomorf részgrafot. (Olvasat:
kloz-haromszog) Az dbrank bal oldalan a belss struktura latszik, a jobb oldalan az,
hogy a kloz-A hogyan illeszkedik a grafunk tobbi részéhez.

A cstcsok, ahol az ,alkatrész” és a ,kiilvilag” talalkozhat megbettizottek. A
,hévtelen” cstucsok az alkatrész ,,belsejében” vannak.

A haromszoghoz kapcesolodo kiilsg éleket harom péarba csoportositjuk: (A-bol
kiléps, B-be belépd), (B-bdl kiléps, C-be beléps), (C-bdl kiléps, A-ba beléps). Te-
gyiik fel, hogy mindharom parra fliggetleniil egy-egy feltételt tesziink: vagy mindkét
él a kor-parkettazasban szerepeljen vagy egyik sem. Az igy kapott feltételrendszer
(nyolc lehetSség) koziil az egyik nem teljesithetd: ha a hat csatlakozo kiilsg él mind-
egyikét a kor-parkettazas élének irjuk eld, akkor haromszog koézépss cstcsa nem
fedhet6. A maradék hét feltételrendszer azonban lokalisan — a héromszogon beliil
— egyértelmiien kielégithetd.

Konstrukcionk kovetkezs Gsszetevije egy literal-o (olvasd: literal-négyzet):

Ennek is ismertetjiik egy korfedéshez valo lehetséges viszonyét:

(a) A-ra illeszkeds két kiils§ él egyszerre szerepel vagy nem szerepel a csucs-
parkettazasban, tovabbé ugyanez igaz a B-re illeszkedd két kiilss élre is,

(b) a csucsparkettazo iranyitott korok egyike vagy A-n belép és B-n kilép a négy-
zetbdl vagy pedig forditva: B-n belép és A-n kilép.

Most egy pontos el6iras tobb belsd cstics-parkettazés-toredéket is megenged egy
literal-c-en beliil. Szamoljuk ki a benti felhasznalt élek szorzatéat és a lehetGségekre
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osszegezzilk. Ekkor minden (a)-hoz tartozo eldiras esetén 0-t kapunk, mig minden
(b)-beli elgiras esetén 4-et kapunk. (Az esetek végignézését az érdeklsds hallgatonak
kell elvégeznie.)

Az Gsszegzés lényege, hogy az elGirashoz tartozo parkettazasok csoportosithatok
aszerint, hogy a négyzeten kiviil hogy néznek ki. A suly-szorzatok Gsszegzésében egy
csoport kozos kiils6 része ugyanazt a tényezét adja, ami kiemelhets. A zardjelben
marado részt szamoltuk ki feliil.

Legyen adva egy ¢ 3CNF formula. Most leirjuk, hogyan kapcsoljuk 6ssze a fenti
alkatrészeket.

A formulédban 1év6 literdlok mindegyikére felvesziink egy-egy literal-o-et. Min-
den x; valtozohoz felvesziink egy valtozo-élt és a valtozo, illetve negélt valtozonak
megfelels ¢-beli literdloknak megfelel§ literal-o-ekkel két iranyitott korben, az alabbi
abran lathaté modon Osszekotjiik Gket:

X; literalok szdma (példankban 3)

~— g
——

1X; literdlok szama (példankban 2)

1. abra. Az x;-valtozd élhez tartozo literal-négyzetek két korbe fiizésére egy példa
(negélatlan és negalt kor)

Ismét csak a betlizott cstcsoknél lesz kapcsolodasi pont a , kiilvilaggal”.

Végiil minden klozra felvesziink egy-egy kloz-A-t. A harom oldal (AB, BC' és
CA a klozon beliili harom literalnak felel meg). Az egyes litaraloknak megfelelg
oldalakat a literal-o-okkal azonositjuk és az alabbi médon 6sszekotjiik Gket:
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1x; literalok szama (példankban 4)

X; literalok szama (példankban 3)

Ezzel leirtuk a (p-hez rendelt G irdnyitott stlyozott grafot.

Iranyitott korok egy cstucs-parkettazasanak minden csicsot le kell fedni, a valtozo-
élek kezdGpontjait is. Ezekbdl azonban egyetlen él indul ki: a valtozo-él. A meg-
felelo kor folytatasa két iranyba torténhet: a valtozonak megfelel négyzetek felé
vagy negalt valtozok felé. Igy egy korokkel torténd cstcs-parkettazasnak megfelel
egy értékadas. Persze tobb csics-parkettéazas ugyanazt az értékadast irhatja le. A
csucs-parkettazasok kozott kijeloliink néhany specidlisat, amiket standardnak neve-
ziink. FEzekben az a kor amelyik egy x;-valtozo-élt tartalmazza a valasztés utan
(z; vagy —x; kore felé fordul-e) mindig belép a megfelel6 négyzetbe, majd a masik
oldalon kilép, igy végig jarja a teljes kort és zarodik az x;-valtozo-él kore. A nem va-
lasztott kor négyzeteiben és a klézok haromszogeiben 16vG csticsok még fedetlenek. A
négyzetek csicsait fedjiik agy, hogy a négyzetbe belépiink, majd kilépiink. A harom-
szogek lefedését ezekutan végezziik el. Ha egy kloz haromszog mindharom oldaldhoz
be nem jart négyzet tarsul, akkor (és csak akkor) a haromszog fedése nem oldhato
meg (kiilonben egyértelmt mit kell tenni). Ez viszont éppen az az eset, amikor a
csucs-parkettazas altal leirt értékadas a klozt és igy a formulat hamissa teszi. Tehat
pontosan a kielégité értékadasokhoz tartozik standard cstucs-parkettazas. FEzekhez
is tobb. Azonban 6ssz sulyszorzatuk mindegyiknek ugyanaz: A négyzeteken beliil
fliggetleniil valaszthato lehetGségek allitjak Ossze a teljes listat. Legyen m a négyze-
tek szama, azaz p-ben leirt literalok szama, azaz a kl6zok szdmanak haromszorosa.
Egy kielégits értékadashoz tartozo standard csics-parkettazasok Ossz sily-szorzata
4™, Egy nem kielégits értékadashoz nem tartozik standard cstcs-parkettazas.

A standard cstcs-parkettdzasok pontosan azok a csucs-parkettazasok, amelyek
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minden négyzethez tgy viszonyulnak, hogy egy koriik belép, majd kilép. A nem
standard cstcs-parkettazasok tehat pontosan azok, amikre teljesiil, hogy legaldbb
egy négyzetben A és B fedése is a négyzethez viszonyitva belsé vagy kiilsé korok
altal megoldott. Azaz a négyzet belsé korei vagy a négyzet Osszes csucsat, vagy A
kivételével, vagy B kivételével, vagy A, B kivételével a maradék cstucsokat parkett-
zazzék. Ezek azonban 6ssz szorzat-silyban 0-t adnak.

Tehat a standard és nem-standard csics-parkettdzasok az 0ssz szorzat-silyban
4™ . K-et adnak, ahol K a ¢ kielégits értékadasainak szama.
2. 1épés: Ezt a lépést a méatrix nyelvezettel legegyszertibb leirni. Tehat az el6z6
lépésben definidlt G silyozott iranyitott grafunk helyett nézziik a B ,odavezet él”
relaciot leiré matrixot (elemei —1,0, 1,2, 3 szamokbol keriilnek ki a silyozést is ko-
dolandd). Ennek a méatrixnak a permanense 4™-szer a csucs-parkettéazasok szama
(specialisan nem-negativ). A kovetkezd becslések teljesiilnek B permanensére (N a
cstcsok szama, M egy alkalmasan valasztott paraméter):

0 §perB§N!3N < oM,

Rendeljiink a szomszédségi métrixunkhoz egy olyan B maétrixot, ahol a -1-ek
helyére 2M-et frunk. Ekkor per B = perB (mod 2 + 1).

A fenti két Osszefliggés alapjan perg alapjan per B konnyen szamolhato.
3. lépés: Legyen G a B matrixnak megfelel sulyozott iranyitott graf (élsilyai mar
nem-nagativok). A silyokat az alabbi lokalis helyettesitésekkel kikiiszoboljiik:

y "
SR AYAVAVAN

M darab

Legyen G az igy kapott iranyitott (silyozatlan) graf. Ennek korparkettézasai
és G korparkettézasait élstly-szorzat multiplicitassal szamolva két olyan sokaségot
adnak, amelyek kozott természetes bijekei6 létesithetd.

G a redukcionk végeredménye (az M paraméterrel egyiitt). A fentiek alapjan ha
ennek megéllapitjuk a cstcs-parkettazasainak szamat (egy 0-1IPERMANENS kér-
dés), modulo 2™ + 1 vessziik, elosztjuk 4™-mel, akkor megkapjuk a -t kielégits
értékadasok szamat. Azaz redukcionk a tételt bizonyitja. |
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