ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

11. Elsadas: BPP, nem-uniform P és a hierarchia

Eléado: Hajnal Péter 2015. tavasz

1. Nem-uniform polinomialis id6

Emlékeztets. L € P akkor, ha létezik {C),} halozat-sorozat, amely
(i) n inputbitbdl szamol ki egyet,
(ii) csucsainak szama/mérete kisebb, mint p(n), valamely p polinomra,

(iii) a halézat input bitjei ¥¥ elemeit kodoljak (n = (log, |X|) - v, w € X" input
esetén w kodja legyen [w!), tovabba w € L akkor és csakis akkor, ha C,,(fw!) =
1, azaz C,, az w kodjan az elfogadast/elvetést kodolo bitet szamolja ki,

(iv) C, L-ben megkonstrualhato 1™-bdl.

Megjegyzés. A visszafele irany is igaz. Azaz, ha az L nyelvhez van fenti tipusi
hélozat, akkor w-bol felithaté az w-t kodold bitek, ha ezek szama v, akkor C), a
halozatot is ki tudjuk szamolni, végiil értékelni. Az eredd eljaras mutatja, hogy
LeP.

Definici6. L € prem-uniform akkor ¢és csakis akkor, ha (i)-(iii) igaz. Azaz P fenti
lefrasabol csak a halozat-sorozat ,,uniformitasat” nem koveteljiik meg.

Megjegyzés. A Prem-wniform pyelyosztaly | furcsa” az eddigiekhez képest. Nincs ben-
ne az eddig ismert legb&vebb kiszamithatosdggal kapcsolatos osztalyban, S-ben,
azaz a felsorolhato nyelvek osztélyaban.

S ODDDEXPSPACED...ODONPDOP...
')

Pnem—uniform

Vegyiink egy B C N bonyolult (nem felsorolhat6) halmazt. Legyen L := {1°:
¢ € B}. L nyilvan nincs benne S-ben, hiszen ha ezt a halmazt fel tudnank sorolni,
akkor B elemeit is felsorolnank.

L C {0,1}* benne van Prem-uniform_han: Keétféle inputméret van, B-beli és nem
B-beli. Egyik inputmérethez semmit sem kell elfogadni, mert olyan hosszban nincs
semmi a nyelvben, a mésik inputméret pedig olyan, hogy csupa egyes inputot kell
elfogadni. Az els§ esetben halozatunk, ez az elsé valtozot és negaltjat ES-sel koti
ossze. A masodik esetben a héalozat az Gsszes valtozot ES-sel koti ossze. Eszreve-
hetjiik, hogy a kétféle halozat énmagaban nagyon egyszerii (mérete polinomidlis,
s6t linearis), de nagyon bonyolultan, rapszodikusan valtozik. Mivel nem koveteljitk
meg, hogy megkonstrualhato legyen, igy beleillik a modelliinkbe.
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Emlékeztets. A SAT € P-bél kivetkezik, hogy P = N'P. Sejtés: SAT ¢ P. Azaz

SAT nem szamolhat6 ki £-ben megkonstrualhaté polinomialis halozat-sorozattal.
Miel6tt az osztalyt koriiljarnank nézziik Prem-uwiform ekvivalens lefrasait.
1. Lemma. A kivetkezdk ekvivalensek:
(Z) Le Pnem—umform'

(ii) Létezik az w input hosszdban polinomidlis T nemdeterminisztikus (taniszala-
gos) Turing-gép, és létezik {t,}5°, tanisorozat, hogy w € L akkor és csakis
akkor, ha T(w,t,|) = 1 (azaz w-n a szamitis ELFOGAD dllapotba vezet).

(iii) L <" S, valamely S C ©* alkalmas ritka nyelvre (definicick aldbb).

Definicié. Egy S nyelv ritka, ha benne az n hosszu szavak szama n-ben polinomialis
(azaz nagy n-re joval kevesebb, mint a teljes lehet&ségek |X|" exponencidlis szama).
Formalsian van olyan ¢(n) polinom, hogy |S N X"| < ¢(n).

Definicié (Turing-redukcid). L jguring S akkor és csak akkor van olyan polino-
mialis idejd Turing-gép, amely w L-hez tartozasat donti el. Szamolésa alatt ,,7”
allapotba mehet a gép, aminek van egy kérdezd szalagja is. A specialis allapotba
keriilés egy kérdés: a kérdezs szalagra az el6z6 kérdés ota felirt karaktersorozatrol
deriil ki (egy lépésben) az S-hez tartozas. Az ,egy lépésben kideriil” alatt azt ért-
jik, hogy a rakovetkezd konfiguracioban BENNE-VAN vagy pedig a NINCS-BENNE
allapotkomponense lesz, aszerint, hogy a kérdezé szalag tartalma S-beli vagy sem.

Az S-et szoktak ordkulumnak is nevezni. S tulajdonképpen egy ,,meg nem irt
szubrutin”, ami ha valamilyen médon megirhaté, mondjuk megirasa konnyd, akkor
L sem lehet nehéz.

Bizonyitas. (i)=(ii): Minden n-hez tartozik egy hossz, amelyben bitekkel kodoljuk
az X" elemeit. Legyen ez v. Ha L nem-uniform polinomiélis idében van, akkor
tartozik hozza egy {C,,} halozat-sorozat. Legyen t,, a C), halozat kodja. A T Turing-
gép a tanu-szalag tartalmabol kiolvassa C),-t, az input-szalag tartalmat 0—1 bitekkel
kodolja, majd a C,-t ennek tartalmén kiértékeli. Ha 1-et kap ELFOGAD, ha 0-t
ELVET allapotba keriil.

(il)=(iii): Tegyiik fel, hogy létezik egy nem determinisztikus, polinomialis gép
az input hosszatol fiiggs tantval. Ezt vissza tudjuk vezetni egy S ritka nyelvre. Ha
ismerjiik a tanit, P idében egyszert a feladat, de ez ritka. Legyen S := {(1*, t,?z) :

k € N, ¢ <t hossza}. S a kovetkez6 alaka: 111 ... 1; . elsé ¢ karaktere”
—_—
k db
(0 <2).

2. Allitas. Az elobb definidlt S nyelv ritka. Az 1-es blokk elemszdma meghatdrozza,
hogy melyik taninak a része kévetkezik.

3. Allitas. Adott w € L esetén P idében az S-hez tartozdsra kérdezéssel tiw| Kiszd-
mithato, aminek ismerete megoldja az L-hez tartozds kérdését.
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Beirjuk az 11“! karaktert, majd megkérdezziik, hogy ¥ := {o1,..., 04} valamely
eleme S-beli-e.

Ha igent kapunk, akkor megvan a tantnak az elsé bitje.

Ha azt kapjuk, hogy nem végigmenve az abécén, akkor az eddigi bitek megadjéik
a tanut. Ez polinom idében eldénthets T-vel, ahol T' (ii)-bél valo.

(iii)=(i): Konstrualunk egy halézatsorozatot. Kordbban lattuk, hogy egy Turing-
gépbdl (adott inputhossz esetén) hogyan lehet egy a szamolasat szimulalo halozatot
konstrualni. A gondolatmenetet megismételjiikk a redukcidt bizonyité orakulumos
Turing-gépre.

Természetesen a konfiguracioban ott szerepel e kérdezs-szalag tartalma is. Egyet-
len lényeges kiilonbség van. Kezelniink kell a ‘7" &llapotot. Az idSkorlat miatt
tudjuk a kérdés hosszat becsiilni. Az S-hez tartozés igy egy polinomiélis méretd
S-beli részhalmazhoz tartozassal ekvivalens. Ha egy ¢ hosszu k kérdést tesziink fel
az ordkulumnak, akkor az

(Slzk)V(SQZk?)\/...\/(Sq(g):k’),

ahol s; az S ritka halmaz ,rovid” elemei. A lista ismeretében egy polinomialis
méretd, ezt eldonts halozat megtervezhets, barmi is legyen az inputméret.
A bizonyitas befejezése a korabbiak alapjan standard moédon megy. |

A fent definialt halézatrol nem éllithatjuk/allitjuk, hogy uniform. Egy konfigu-
raciobol a kovetkezs kiszamolasa esetén szadmolnunk kell, hogy egy S-hez tartozast
dontiink el. Ez S ritkasdga miatt megtehets, de uniformitasrol szé sincs.

2. BPP helye a korabbi osztalyok kozott

4. Tétel (Adlemann). '
BPP c Pnemfunlform.

Bizonyitas. Legyen L € BPP. Ekkor (az észrevételeket felhasznalva) létezik T'
véletlen Turing-gép tgy, hogy barmely w-ra (,,7" hibazik”) < 1/29(n), ahol ¢(n) egy
altalunk vélasztott polinom, n pedig w hosszat jelenti.

Ekkor jeloljiik a rossz p-kat az alabbi médon:

R, ={p: T(w,p) futds eredménye hibas}.

Ha Gsszegezve az Osszes w-ra az ,,r € R,” események valoszintiségét egy 1-nél ha-
tarozottan kisebb szamot kapunk, akkor létezik olyan p, véletlen szalagtartalom,
melyre igaz, hogy egyik R,-hoz sem tartozik hozza, azaz T'(w, pg) futds barmely w-
ra korrekt. Ez konnyen elérhetd, hiszen |¥|™ darab n hossza input van és ,,r € R,
valoszintisége 1/2"°-nél kisebbé tehetd.

A T(w, p) futés szamolasat egy polinom mérett halozattal leirhatjuk/koédolhatjuk.
Tudunk olyan halézatot csinalni, ami veszi az w és p bitkodjat és kiszamolja a futés
végeredményét, ami 0 esetén ELVET, 1 esetén pedig ELFOGAD.
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A szamitast szimulalo
halozat

w kodjanak bitjei | r kodjanak bitjei

Az (w, p) inputot olvaso hélozat polinom méreti és uniform.

A tételt bizonyité halozat ugyanez a halozat lesz, de 0, 1-ek fognak szerepelni
azon valtozok helyén, amelyek a véletlen biteket kodoljak. (Igy csak az w inpu-
tot kodold valtozok lesznek inputkapuk a halozatban.) A véletlen bitek lerogzité-
se/behuzalozéasa ugy torténik, hogy a py véletleszszalag-tartalmat kodolja.

Az 4j hélézat mar nem uniform, hiszen py megtalalaséara nincs eljarasunk. Egy
Osszeszamolasi indoklas alapjan tudjuk létét. Masrészt halozatunk n hosza inputo-
kon T Turing-gépet szamolasat végzi el, azaz L-et donti el. |

5. Tétel (Gacs Péter—Sipser).
BPP C P NILP.

Bizonyitas. (Lautemann) BPP zart a komplementéléasra, igy elég csak belatnunk,
hogy ¥5P-ben benne van. A tétel bizonyitasa el6tt elGszor definidljunk két fogalmat
és igazoljuk az aldbbi lemmat.

Definicié. Legyen R C XV,
Az R halmaz akkor és csak akkor ritka, ha |R| < 1/N|X%|.
Az R halmaz akkor és csak akkor stirti, ha |R| > (1 — 1/N)|ZV].

Fontos észrevenniink, hogy ezen fogalmak NEM egymas komplementerei.
6. Lemma (F6lemma). Legyen N > |X| tetszdleges. Ekkor
i) Ha R ritka, akkor tetszéleges ci,...,cy € BN esetén U;(R + ¢;) € XN
i) Ha R sird, akkor van olyan cy,...,cy € XV, hogy Uj(R + ¢;) = BV,

A lemma bizonyitasa: Az i) allitas trivialis, hiszen a R + ¢; halmaz elemsza-
ma megegyezik R elemszaméval (a ¢; hozzdadésa olyan, mintha a szdmegyenesen
eltolnam). Igy UY (R + ¢;)-ben kevesebb elem van, mint |ZV|, ugyanis R ritka.

ii) rész bizonyitasdhoz valdszintiségszamitasi modszert hasznalunk. ¢y, ..., cy
véletlen, uniform eloszlast XV-beli elemek. Elég belatni, hogy

(DY (R +¢;) =3V) > 0.

Azaz ha véletlen ¢;-ket valasztok, akkor nem lehetetlen esemény, hogy az eltolt R-ek
egyiitt kiadjak LV-et. Az ,UN (R + ¢;) = V7 eseményiink egy atirdsa:

,barmely Z"-beli z-re létezik olyan i index, melyre = € ¢; + R”,
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azaz
,mindegyik z € XV-re (x — R) N {ecy,...,en} # 07,

azaz

,van olyan z € ¥V, hogy (z — R)N{cy,...,cxy} =0 = B.

Tudjuk, hogy az x — R halmaz mérete legalabb (1 —1/N)|SY]|, mivel R stird. Ekkor
kapjuk, hogy konkrét € XV esetén

1

(e = R){a} =0 <+

tovabba a c;-k fiiggetlen valasztasa miatt

(z—R)N{cy,...,en} =0) < (%)N

Jeloljiik B,-szel az z-hez rossz c;-k halmazat. Kaptuk, hogy B, valoszintisége kisebb,
mint (1/N)V, tovabba felhasznalva, hogy z-ekbsl |L|V darab van, kapjuk hogy
(UB;) = (B) < 1. Ez adja a lemma &llitasat. [
A tétel bizonyitasa: Legyen ¥ = {0,1,...,|X| — 1}, additiv mod |X| aritmeti-
kaval. Legyen T egy L € BPP-t bizonyité Turing-gép. XV-beli w esetén definialjuk
a kovetkez6 halmazt:

J, = {w: amelyekkel 7' ELFOGAD éllapotba keriil w-n}.

Ha w € L, akkor J, strd, mig ellenkez6 esetben, J, ritka. A Félemmat alkal-
mazva konnyen kapjuk a Tételbeli allitast. w € L akkor és csak akkor, ha léteznek
a Félemmabeli ¢;-k tigy, hogy barmely V-beli z esetén ¢; + J,, lefedi z-et valamely
¢ indexre, azaz kapjuk, hogy ¢; — x J-beli, ¢; — x véletlen szalagtartalom esetén
ELFOGAD-6 futasa van a Turing-gépnek.

A tétel bizonyitasihoz mar csak azt kell belatnunk, hogy a fenti leiras L egy
Y9 P-beli nyelvként valo jellemzése. Valoban:

we L<= dcy,...,cnVa-re (T(w,¢; — ) = ELFOGAD),

ahol a zarojeles kifejezés egy determinisztikus, polinomialis Turing-géppel eldénthe-
t6. Igy a bizonyitas mar teljes. |

3. Karp—Lipton—Sipser-tétel

Tudjuk, hogy SAT € P-nek nem vart kévetkezményei lennének. Mi a helyzet SAT €
prem-uniform ogot a7

El6szor elevenitsiink fel néhany definiciot. Kezdjiik a I1;P, 32;P nyelvosztalyokkal
(i € N).
Definicié. L € %P <& 37 |w|-ban polinomialis tanuszalagos Turing-gép tugy,
hogy a plusz tantszalag tartalma Im V7 ... Q7;, ahol Q) egy kvantor. Azaz i-szer
valtakoznak a kvantorjelek 3-kel kezd6dGen. Tovabba

we€ L+ InVn...Qrn, T(w, 1,7, ...,7;) = ELFOGAD.
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Definicié. L € ;P LLoar |w|-ban polinomiélis tamuszalagos Turing-gép ugy,

hogy a plusz tantszalag tartalma: Vridm ... Q7 és
we L= VYrin...Qn T'(w,n,7,...,7) = ELFOGAD.

Megjegyzés. A fenti elsére szokatlan jel6lés memorizalasahoz segitséget adunk.
Fontos, hogy hanyszor alternalnak a kvantorok. Ezt az osztély jelolésében szerepld
index adja. Azaz Y5P-ben egy valtas van két kvantor kozott, I1;,oP-ben 10 kvantor
szerepel valtakozva. A kezdd kvantor is fontos. A 3 és V kvantorok szimmetriaja
kiilonboz6: 3 egy vizszintes tengelyre, mig V egy fiiggsleges tengelyre szimmetrikus.
Hasonl6 a helyzet a 3 és I1 gorog betikkel. A szimmetriatengely irdnyanak azonos-
egy V kvantorral kezdédik.

Megjegyezziik, hogy a kvantor a tanuszalag egy intervallumara vonatkozik. En-
nek hossza elére nem lathato. Ha a kvantorokat a tantszalag I' abécéjére vonatkoz-
tatjuk, akkor 37, ahol 7 € I'* egy ¢ hosszii kvantorsorozat, ahol minden kvantor egy
karakterre vonatkozo 4 kvantor. Két példéaval vilagitjuk meg milyen kvantorsorozat

c st

227) : Elpap Ce HFVFVF ce VI‘,
HQP . \V/FVF e VFHFHF Ce HF.
Ezekutan lassuk a fétételiinket:

7. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT € Premuniorm qkkor
[LP C ¥P.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasdhoz legyen L € IIyP tetszGleges nyelv. Meg fogjuk
mutatni, hogy amennyiben SAT € Prem-uniform teliegii]l  akkor L € X;P is. II,P
definicidja szerint L € II,P azt jelenti, hogy létezik olyan polinomiélis tantuszalagos
Turing-gép, hogy w € L akkor és csak akkor VaJy : T(w,z,y) futdsa ELFOGAD
allapotba vezet.

Az els6 lépésben csak a belss részt vizsgaljuk (azaz hagyjuk el ugy a V kvantort,
mintha ott se lenne):

W (w,z,y)
~—~
wt

Igy leirtunk w*-ok egy halmazat, egy L nyelvet. A leirdsbol nyilvanvalo, hogy Le

NP =3,P. A Cook—Levin-tétel szerint SAT N'P-teljes, igy L nyelv redukalhato
SAT-ra: L < SAT. Ezek alapjan létezik egy polinomialis R redukcitos algoritmus

agy, hogy
wh = (w,r) — R(w"),

ahol R(w™) egy CNF kod, amelyre teljestil, hogy
wt € L < R(w') € SAT.

A masodik lépésben azt, hogy R(w™) a SAT-hoz tartozik-e atirjuk a tétel feltétele
alapjan. Tudjuk, hogy van egy polinomialis mérett {C,, } halozatsorozat, ami a SAT-

ot oldja meg B
wh € L C,([Rw)]) =1,
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ahol [R(w™)] a redukalt wt bitekkel valo kodolasa, n pedig [R(w™)] hossza. Azaz
az wt jelolést kibontva

(w,2) € L <= Cy([R(w, x)]) = 1.
Visszatérve a teljes eredeti L-et leir6 formuldhoz kapjuk, hogy
we€ L <=V C,([R(w,x)]) = 1.

Egy kvantorunk maradt, de az utana kovetkezé rész nem egy polinomialis szamo-
lassal kiszamolhat6 formula: a C),, halézatsorozat nem uniform. Mivel a C,, halozat-
sorozat kiillonbozd értékekre mas-més eredményt ad, vagyis hektikusan viselkedik,
igy az lehet az otletiink, hogy tippeljik meg C),-et:

ACVx : Cp([R(w, x)]) = 1.

Ssajnos az 6tlet nem miikodik. Ha C), tipplink valéban SAT-ot szdmolja ki, akkor
minden rendben. Ha tippilink rossz, akkor is csak akkor van baj, ha az elfogado
1 bitet szamolja ki, olyan kodra, ami nem kielégithets formulat kodol. Azaz a
hibék koziil csak az a veszélyes, ami nem kielégitheté formuléarol mondja azt, hogy
kielégithets. Ezen azonban a kévetkezd lemma segit:

8. Lemma. Létezik olyan polinomidlis TG, hogy ami eqy halézatbol (igazdbol haldzat
kodjabol) egy masik haldzatot szamol ki: {C,} — {C)n} dgy, hogy

(i) ha C, SAT-ot szamolta ki, akkor C., is SAT-ot fogja eldinteni,

(ii) ha C,, nem SAT-ot szdmolta ki, akkor is Co([@]) = 1 esetén biztos, hogy ¢
eqy kielégithetd CNF kodja.

A lemma ismeretében egyszert a bizonyitas befejezése. A Turing-gép gy modo-
sitja a megtippelt C,-et, ahogy a lemma irja le. Az 4j C), hibazhat SAT eldontésében,
de csak az egyik irdnyban. A lemmébol kévetkezik, hogy

L ={w:3CVzCp([R(w,z)]) = 1},

polinomiélis, amibdl azonnal kovetkezik, hogy L € 3, P, tehat II,P C ¥,P.

A lemmank bizonyitésa teljessé teszi a tétel igazolasat.
A lemma bizonyitasa: A tétel bizonyitasaban eléfordulé C),-ekkel az lehet a prob-
léma, hogy 1-et adnak, pedig R(w,z) nem kielégithets. Meg fogunk adni C),-okat
rekurzivan, input a (p(z1,...,xx)). Erre az inputra megnézziik, mit ad C,,. Ha 0-t,
akkor ,nem aggodunk”, ha 1-et (ami a rossz iranyu tévedést is megengedi), akkor
C, kap két 1j inputot:

o(T1, ..., 6-1,0) és @(z1,..., 781, 1).

Ha mindkettén 0-t ad, akkor C), rossz, nem aggédunk. Ha valamelyikre 1-et ,,dob
vissza”, akkor tovabb épitjiik C),-et. Legyen ¢, az a bit, amelyikre rogzitve z;-t a
C,, halozat 1-et szamolt ki. Vessziik a kovetkezd inputot:

(1, .., Tk—2,0,6k), ©(T1,...,Tk_2,1, k),
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ahol g, az el6z6 ,sikeres” xy érték: e, € {0,1}. Ha C,, mindkét inputra 0-t ad,
akkor azt mondjuk, hogy C), ,lebukott”, nem aggdédunk. Ha valamelyik inputra 1-et
kapunk, akkor az el6z6h6z hasonléan definidljuk €;_;-et, és haladunk tovabb.

Ha eljutunk e; definici6jaig, akkor végil kiszamoljuk ¢(e1, ..., ex)-t. Ha ezen az
input-formula 1-et szamol ki, akkor 5’n is 1-et ad, kiilonben 5n értéke 0 lesz (annak
ellenére, hogy az Osszes kérdésiinkre a C), tippiink kielégithet&séget mondott).

Ha C), kiszamolja SAT-ot, akkor az algoritmus azonosit egy kielégits értékadast
és jol fog lefutni. Ha C), rossz tipp volt, de C),, az 1 eredményt adja, akkor ki is
szamolt egy kielégits értékadast. Biztosak lehetiink, hogy kielégithetd formulank

van. ]

Megjegyzés. A tétel konkluzidja tgy is megfogalmazhatd, hogy felcseréltiink két
kvantort. Két kvantor felcserélhet&sége azonban a polinomiélis hierarchia sszeom-
lasat jelentené, mivel ha kvantoroknak legalabb harom blokkja van (legalabb kétszer
alternalunk), akkor a polinomidlis hierarchia nem valodi. Ezt egy példaval vilagitjuk
meg

AT I o = 3T (VI ) = L 3T(ENVNY) = L (FTANVN .

Azaz

SP=IP=5_P=IL_ P =..=%P=ILPC P,

igy
PH = %,P,

amit ugy is szoktak leirni, hogy ,,a hierarchia a méasodik szintre esik 6ssze”.

4. Mahaney-tétel

A koarbbi karakterizacioink alapjan Karp—Liptin, Sipser tétele megfogalmazhaté a
kovetkezd alakban.

9. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT jg“”"g S, ahol S ritka nyelv,
akkor IIaP C Y,P.

A Karp-redukcio felfoghaté Turing-redukcioként is, ordkulum nélkiil szamolunk,
egyetlen kérdést generalunk és csak ezt az egy kérdést tehetjik fel S-nek, amire
kapott valasz az outputja. Mahaney vette észre, ha a Karp—Lipton, Sipser tételének
feltételben szereplé Turing-redukcional erdsebb Karp-redukciot tessziik fel, akkor
ergsebb kovetkezményt igazolhatunk.

10. Tétel (Mahaney-tétel). Ha SAT <5“" S, akkor P = N'P.

A bizonyitas el6tt atfogalmazzuk a tételt.

Definicié. ©<0 & 0y .. U = {w=uaj...aa; € 3,0 < n}, (ahol X0 csak az

tires szot tartalmazo egyelemid halmaz).

Feltessziik, hogy ¥ rendezett (karaktereink kozott van egy rendezés, dbécé sor-
rend): (35", <). Ekkor X"-nek is van egy természetes rendezése: a lexikografikus
sorrend. Ezt egy kissé szokatlan modon terjesztjiik ki a X" halmazre:

Legyen wy = ay ... ay, wo = by ... by € YS" két tetszbleges eleme Y ="-nek. Legyen
m = min{k, (}. Ekkor w; < wy pontosan akkor teljesiil, ha a kévetkezs két eset
valamelyike fennéall:
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(1) a;...a, szigoruan elgbb van a lexikografikus sorozatban, mint b, ... by,
(2) wy az wy sz6 kiterjesztése (ekkor ajg ...a, = by ...by, (1) nem dontott).

Példa. Legyen ¥ ={0,1},n =3

Ekkor ¥=3 = {¢,0,1, 00,01, 10, 11,000, 001,010,011, 100, 101, 111, 110}.

=3 rendezésében az elss sz6 000, az utolsé €. A teljes rendezés (feltiintettiik,
hogy a soorendet melyik szabaly hatarozza meg):

000 < 001 %) 00 < 010 5 01 % 0 5 100 <
5 101 S 10 < 110 < 111 S 11 % 1@) €.
Bevezetjiik SAT egy nehezitését:
Definicié.
SAT* = {{p(x1,...,3,),t) : t € {0,1}=", o CNF, @-nek létezik
k € {0,1}" kielégits kiértekelése, amelyre k < t}.

Vegyiik észre, hogy SAT* € NP, igy SAT* N'P-teljes. Ezek utan tjrafogalmaz-
hatjuk Mahaney tételét:

11. Tétel (Mahaney). SAT* <garp S, ahol S ritka. FEkkor SAT € P, azaz
P =NP.

Bizonyitas. A tétel feltétele: SAT* < S, azaz van egy R redukcios algoritmusunk.
A tétel allitasa egy SAT-ot eldonté polinomialis algoritmus, ezt meg fogjuk adni.

A SAT-ot megold6 algoritmus (adott ¢(z1, . .., x,) CNF esetén) egy Lo, L1, ..., L,
listasorozatot szamol ki polinom idében, amelyre a kévetkezdk teljestiljenek:

(i) Az L; lista elemei i hosszi 0-1 sorozatok. Azaz L; C {0,1}* i€ {0,1,...,n}
(ii) L; hossza polinomialis. Azaz 3¢ polinom, hogy |L;| < g(n).
(iii) Vi 3¢; € L;: ha ¢ kielégithetd, akkor legyen a olyan kielégitése, amely < ¢;.

Az algoritmus soran meg fogjuk adni hogyan generéljuk a Lg, L1, Lo, ..., L, so-
rozatot.
Kérdések:

1. Mi lesz Lg?

2. L; ismeretében hogyan szamolhato ki L; 17
3. Miért korrekt az algoritmus?

Véalaszok:

def

1. Ly = {e}.
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2. L;yq lefrasat tobb lépésben adjuk meg
L; — L o {L; elemeinek kiterjesztései egy bittel},

vagyis L; egy eleméhez hozzairjuk a 0-t vagy az 1-et az 0sszes lehetséges moédon.
Igy |L;| = 2|L;|. Ha csak annyiben maradnénk |L;| exponencidlisan néne.
valamikor L; -t csokkenteniink kell.

Elsszor L -t tgy csokkentjiik, hogy mindegyikre alkalmazzuk az R redukciot.
Majd azon elemekbdl, amiket R ugyanarra a képre képez, csak egyet tartunk
meg, mégpedig a lexikongrafikusan elsét. Legyen L; az igy kapott lista.

A 3. igérethez elég lenne csak azokat az elemeket megtartani, amik S-beli
elemre redukalodnak. Ezek szamat konnyen becsiilhetjik R(¢,t) hosszat po-
linommal (R polinomiélis algoritmus) és az ilyen hosszi S-beli lehet&ségek
szamat is becsiilhetjiikk S ritkasdga miatt. Legyen p az a polinom becslés,
amit adhatunk azokra a listabeli elemekre, amik S-be képzédnek. Sajnos S
,bonyolult”, a redukcidkat elvégezve nem tudjuk azonsitani

Tekintsiik L;~ rendezett elemeit:

m; = mg =X m3 = ... = my
| R | R | R | R
P P2 p3 p3

A SAT™* nyelvet gy definialtuk, hogy a p;-ke egy ideig S-en kiviil lehetnek,
de az elsG S-be es6 p; utan az Gsszes S-beli lesz.

A végs6 ritkitas az lesz, hogy a fenti rendezett sorban L}~ utolsé p(n) elemét
megtartjuk. Az igy kapott lista legyen L~ ~.

Legyen Ly, = L.

Ezzel latjuk, hogy a listdinkat hogyan generaljuk. Az algoritmus végen L, ele-
meirdl ellenorizzik, hogy kielégitik-e p-t. Ha valamelyik igen, akkor elfogadjuk az
inputot (és ebben az esetben valaszunk nyilvanval6an korrekt). Ha egyik sem elégiti
ki, akkor az inputot elvetjiik.

A bizonyitas vége annak igazolasa, hogy algoritmusunk a SAT-ot oldja meg.
Azaz, ha a ¢ input olyan, hogy az L,, listan nincs kielégit6 kiértékelés, akko r ¢ nem
is elégithetd ki.

Indirekten bizonyitunk. Tegytik fel, hogy L,-ben nincs kielégité értékelés, de ¢
mégis kielégithets. Legyen k a lexikografikus sorrend szerinti elsé kielégits értékadas.
Legyen k; a k bitsorozat els6 ¢ bitje. Belatjuk, hogy k; € L;. Specidlisan k =
k, € L,, ami ellentmond annak, hogy L,, elemeit végignézve nem talaltunk kielégits
értékadast.

A k; € L; allitéast indukcioval igazoljuk. kg = € € Ly. Tegyiik fel, akkor k; € L;.
Nyilvan k;y1 € L. Azt kell igazolnunk, hogy k;y1 az dsszes ritkitast tuléli.

Az els6 ritkitasnél ez stimmel, hiszen {0, 1}

Li-t meghatarozhatjuk, és mivel k;, ;1 a k; egy kiterjesztése, igy ki1 € L.

Kiszamitjuk ezek utan L;-t, amelynek szintén eleme k;+ 1. Ennek soran lesz egy
olyan halmaz, amely tartalmazza k;-t, és ugyanarra az S-beli elemre redukalodik.
Ebbél k; lesz a lexikongrafikusan elsé elem, igy azt fogjuk meghagyni.

|
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