ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

9. Elgadas: P és PSPACE kozott

Eléado: Hajnal Péter 2015. tavasz

1. Egy PSPACE-teljes probléma

Definicié (kvantifikalt Boole-formula probléma, QBF). Legyen a ¢ Boole-formula
a kovetkezd alaka: o(z1,y1, T2, Yo, -+, Tn, Yn). Ekkor a

YV Iy Ve Tys . . Vo, Jyne(T1, Y1, T2, Yoy - -+ s Ty Yn)
vagy igaz, vagy hamis. A probléma az, hogy dontsiik el, hogy melyik.
1. Tétel. QBF PSPACE-teljes, vagyis

e (i) QBF € PSPACE
e (ii) VL € PSPACE : L <p QBF

Bizonyitas. Azt latjuk be, hogy QBF N'PSPACE-teljes. Ez a tétel allitasa, hiszen
tudjuk, hogy NPSPACE = PSCPACE.

(i) Kénnyen belathato.

(ii) Ahogy altalaban a tar korlatozott dontéseknél tettiik, egy tetszéleges L €r
NPSPACE nyelvre az w L-hez tartozasanak dontési feladatat visszavezethetjiik az
ELERHETOSEG eldontésére a (Gr,,, START, ELFOGAD) input esetén, ahol G,
a redukalt konfiguraciok grafja:

w € L & létezik START-ELFOGAD (iranyitott) ut Gr-ban.

Gr., egy 2" pontszdmu graf. Egy csics kodja logaritmikus a csticsok szaméaban.
Vagyis mindegyik csics n® hosszban kédolhato.

Persze nem az ELERHETOSEG inputjat gyartjuk le. Ennek , koltsége” PSP ACE,
ami megegyezik L bonyolultsdgaval, igy nincs értelme. (A gondolatmenet N'L és £
viszonyaban miikodott.)

Az igazi” visszavezetés egy formulat gyart le. Ehhez sziikségiink lesz néhany
jelolésre.

Jeldlés. Legyen N := n®.

u~w jelolje azt, hogy alapgrafunkban u-bol elérhet (irdnyitott értelemben) a v
csucs.

u~ v jelolje azt, hogy alapgrafunkban u-bol legfeljebb i lépéssel elérhetiink
v-be.

Esetiinkben az alapgraf G, pontszama 2V. Igy u~v akkor és csak akkor, ha
H
un~ SQN,U'
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Az alapotletiink az, hogy felosztjuk az utunkat két részre egy kozépsé k csticesal,
elébb csak egy k csiicsig megyiink el START-b6l maximum 2V~! 1épésben, majd
onnan szintén maximum 2V~! lépésben ELFOGAD-ig.

Eddigi otleteink formalizalva:
weL & START= _,nELFOGAD,

STARTZ)SQN ELFOGAD <« Elvk(STARTZ)SQN_1 k) A ( :)SQN_lELFOGAD).
Az 6sszes csucs (START k,ELFOGAD) N (n-ben polinomialis) hosszi bitsorozattal
kodolt. A Jyk azt jelenti, hogy N hosszu kodszavak (cstcsokat kodolod bitsorozatok)
kozott létezik. Azaz N darab, bitekre vonatkozo egzisztencialis kvantor sorozata.

Gondolhatunk arra, hogy nincs mit tenni csak iteralni kell ezeket az Otleteket.
Formulédnkban két helyen is szerepel az :)SQNfl relacio. Iteralasnal (N mélységre
van sziikségiink) a formula nagysdga exponenciélisan nagy lenne. Még egy otletre
van sziikségiink. A fenti formulank ekvivalens azzal, hogy

IvkVy ey : (c=START A =k) V (¢ =k A = ELFOGAD) — ¢~ cov-1(.

Ezt a gondolatmenetet iterdlva mar a kapott formula mérete polinomialis lesz.
N = n® iteralés kell és mindegyik csak hozzaad a fomrulahoz egy polinomialis hosszi
0j részt. A bizonyitas befejezéseként csak ellendrizziik, hogy az iteracié elindul: Az
iteracio legmélyén 1év6 formulék: u~ <qv azt jelentik, hogy ‘u = v vagy u-bol vezet él
v-hez’. Ez egy egyszeri (kvantor nélkiili) Boole-formuléval megfogalmazhato relécio.

Az Jyv jelolés csaloka. v N darab bittel kodolt, ezek mindegyike létezik kvan-
torral kotott. Ugy tinik, hogy az alternalé kvantorok feltétele nem teljesiil. Nincs
probléma. Uj véltozok bevezetésével a kvantorok alternalasa megoldhato. Ha az 1j
valtozokat csak kvantifikalt forméban hasznéljuk, akkor nem befolyasoljak a formula
logikai értékét. [ |

Megjegyzés. A QBF feladat inputjaban nem az volt a fontos, hogy a létezik kvantor
utan egy minden kvantor kovetkezik és forditva, hanem az, hogy kvantorok valtako-
zasdnak szama tetszélegesen nagy lehet.

Az
NLCPCNPcCPSPACE

osztalyok mindegyikére talaltunk teljes problémat. Azaz olyan problémékat, ame-
lyek tiikrozik a nyelvosztaly teljes nehézségét. Ha ezekrdl a teljes problamakrol
tudunk valami ,,okosat” mondani, akkor az egész osztalyrol kapunk fontos informa-
ciot.

A kovetkezSkben a P és PSPACE osztalyok kozotti részt nézziik meg ,,finomabb-

2

an .

2. Tovabbi osztalyok, polinomialis hierarchia

Emlékeztets. Akkor mondjuk, hogy L € NP, ha létezik olyan tantszalagos (nem-
determinisztikus) 7" Turing-gép, ami tgy mikodik, hogy pontosan az L-beli w sza-
vakhoz létezik 7 tantszalag-tartalom ugy, hogy T'(w,7) ELFOGAD éllapottal és w
hosszéaban polinomiélis idében leall. Formalisan:

L e NP <= vanolyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomialis |w|-ban és
welL & dr: T(w,7) elfogado
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Emlékeztet6. Akkor mondjuk, hogy L € co NP, azaz L € NP, ha létezik olyan
tanuszalagos (nemdeterminisztikus) 7" Turing-gép, ami tgy miikodik, hogy pontosan
az L-beli w szavakhoz nem létezik 7 tanuszalag-tartalom tugy, hogy T'(w, 7) ELFO-
GAD allapottal all le w hosszaban polinomiélis idében. Formélisan:

Leco NP <= vanolyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomidlis |w|-ban és
wel & V7 T(w,T) elvets

Definicié (X;P nyelvosztaly).

L e ¥,/P <= dT polinomialis Turing-gép, melyre 37, Vo, 373, ..., QX; gy,
hogy w € L & T(w, 11, i, 73, . . ., X;) ELFOGADO,

ahol Q = {El’ ha 7 paratlan, s X {/ii, ha ¢ péros,

V, ha i paros. ' 7;, ha ¢ paratlan,
Definicié I1;P nyelvosztaly.

L ell;P <= dT polinomiélis Turing-gép, melyre VY, 37, Vus, . .., QY; agy,
hogy w € L & T(w, ji1, 7o, i3, - . ., Y;) ELFOGADO,

ahol  — d, ha Z paros, &Y, = i, ha 2 paratlan,
V, ha i paratlan. 7;, ha i péros,

Eszrevétel.
o I[P =%P="P.
e X\ P=NP.
o I[P =coNP.

(] 7) = 2073 = Hop g 217), Hl'P Q 2273 N HQP Q 227), HQP g 237) N ng g
SuP, ILP C ... C S,PNIL,P C S,P, I,P C S PNI,uP C ... C
PSPACE.

Definicié (Polinomialis hierarchia, PH). PH = [,y ILP = U, ey ZiP.

Eszrevétel. A definicié masodik egyenlésége tulajdonképpen egy allitis, aminek
a bizonyitasa egy egyszerii meggondolas, ahol azt kell belatni, hogy a jobb oldali
feliilrél becstili a bal oldalit, és forditva.

2.1. Példak

A kovetkezékben példakat mutatunk olyan problémékra, amleyek a polinomiélis
hierarchiabol jonnek.

Az els6 példahoz sziikségilink lesz a konjuktiv normélformakrol tanultakra, ezért
elevenitsiik fel ezeket.
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Definicié. A ¢ formula konjuktiv normalforma (CNF), ha elsall

alakban, ahol minden C; kloz literalok diszjunkcidja, azaz

l;
ci=\/1".
j=1

A ¢ CNF felfoghato gy is, mint egy {C;} klozhalmaz, és minden kl6z értelmezhetd
tgy, mint egy {l;} literalhalmaz. Ez utébbi meggondolas alapjan a ¢ CNF hosszan a
lp] = %, |C;| szamot értjiik. Példaul, ha ¢ = (2 Vy VvV —t)A(—z V 2)A(z V —w V —u)A
u, akkor |p| =34+2+3+1=09.

Példa. Legyen OPT-CNF az a probléma, hogy egy ¢ CNF-fel kapcsolatban azt
akarjuk igazolni, hogy a ¢ altal leirt Boole-fiiggvényt nem tudjuk |¢|-nal kisebb
méretli CNF-fel megfogalmazni, azaz a ¢ a lehets legrévidebben irja le a Boole-
fliggvényt.

e OPT-CNF € PSPACE

Ennek a bizonyitasara adhato egy olyan naiv algoritmus, mellyel megvizsgé-
lunk minden széba johets lehetSséget. Igy tulajdonképpen exponencialisan
sok lehetdséget frunk a munkaszalagra, viszont ezek feliilirhatok, ezért elég a
polinomtar. Csak azokbdl a valtozokbol épitkeziink, amik ¢-ben is vannak,
kivalasztunk bizonyos kisebb méretd literal-részhalmazokat, és az Osszes ér-
tékadasra teszteljiik, és azt kell tapasztalnunk, hogy minden |p|-nél kisebb
méretd ¢ CNF esetén van olyan kiértékelés, amire ¢ és ¢ értéke kiilonbozik.

e A probléma formalizilt valtozata a kovetkezs:

Tp1€ OPT-CNF <= V"¢ CNF-hez 3" v kiértékelés tgy, hogy
(Il <ol = ¢(v) # ¢(v)).

Emlékezziink vissza az fejezet elején felelevenitett definiciokra. Ott d7 és Vr
szerepel. Ez is hasonlo probléma, csak itt két kvantorok szerepel /alternal.

e A probléma ,valahol P és PSPACE kozott” talalhato.

Példa. Legyen PONTOS FGTLEN CSUCSOK az a probléma, hogy egy adott G
grafrol és egy adott t szamrol azt akarjuk igazolni, hogy a G gratban 1év§ fiiggetlen
csticsok maximalis szama pontosan t, azaz

PFC := PONTOS_FGTLEN_ CSUCSOK = {"G,t": o(G) =t}.
e A probléma formalizalt valtozata a kovetkezd:

"G,t7€ PFC <« (31 CV(G): I fuggetlen és t = |I])
N\ (VI CV(G): I fiiggetlen — [I| < ¢).
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Azt vehetjiik észre, hogy a konjukci6 bal oldalan 4llo probléma N P-beli, a jobb
oldalan allo pedig co N'P-beli. Mindkét kvantorra sziikségiink van, tovabbé

PONTOS FGTLEN CSUCSOK € PSPACE,

viszont a PFC € NP és PFC € co N'P megallapitasok koziil egyiket sem
mondhatjuk biztosnak. (A probléma ugyan PSP.ACE-en belil van, viszont
ugy érezziik, hogy N'P-n és co N'P-n kiviil.)

Definicié. Legyen H egy halmazrendszer V felett, azaz H C P(V'). Bevezetjik a
H-nak az A-beli nyomat:

Tracea,H ={ANE: E€H}, ahol ACV.

Nyilvan TraceaH C P(A). Az A ponthalmazt telitettnek nevezziik, ha TracesH =
P(A). Most méar definidlhatjuk a Vapnyik—Cservonyenszki-dimenziot:

VCs-dimH = max {|A] : A telitett}.

Eszrevétel. A Vapnyik—Cservonyenszki-dimenzié a matematika sok teriiletén el6-
fordul, példaul a geometriaban, kombinatorikiban, mesterséges intelligenciaban, il-
letve a statisztikdban is. A dimenzi6 névadoéi is statisztikusok voltak.

Példa. Legyen VCS-DIM az a nyelv, hogy egy adott H halmazrendszerrdl és egy
adott k szamrol azt akarjuk igazolni, hogy ‘H VCs-dimenzi6ja legalabb k, azaz

VCS-DIM = {"V,H, k" : VCs-dimH > k}.

A halmazrendszereket témor kddolassal kodoljuk.

A "V, 'H, k7 harmasban a (V,H) par tulajdonképpen felfoghatd egy Cy halo-
zatnak, ahol a v € V cstcesok log |[V| biten kédolhatok, az E € H élek pedig
log |H| biten, és Cy kiszamolja, hogy v eleme-e E-nek. Ilyen kodolasnél a
véletlen séta generalédsa rendkiviil gyorsan megy, még egy millibszor milliés
szomszédségi matrix-szal megadhato graf esetén is.

A probléma formalizalt valtozata a kovetkezs:

"V,H, k7 € VCS-DIM <= JAVR IE (\A\ :k/\(RgA:>R:AﬁE)).

e VCS-DIM € PSPACE.

3. Alternalé polinomialis id6
Definicié (Alternalé polinomialis idG, AP).

L e AP <= dT Turing-gép, melyre 31, Vuq, I, Vo, ..., Iy, Vuy gy,
hogy w € L & T(w, 71, fi1, - .., T, ptn) ELFOGADO,

T polinomialis |w|-ban.
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Megjegyzés. A gép polinomialitasabol kévetkezik, hogy N is legfeljebb polinomiélis.
Lehetséges, hogy N fiigg |w|-t6l. Ez egy tobblet a polinomialis hierarchidhoz képest.

2. Tétel. (i) PH C AP.
(ii) AP = PSPACE.

Bizonyitas. (Vazlat)

A tétel (i) része trivialis.

A (ii) rész bizonyitasdhoz azt kell kihasznalnunk, hogy QBF € PSPACE és
QBF € AP. Tudjuk, hogy a QBF az PSPAC E-teljes és konnyen belathato, hogy
a QBF nyelv AP-teljes is. Kordbban tanult dolgokat kell alkalmazni, példaul egy
Turing gépet atirni Boole-formulava polinomidében, megfelels haldzatot gyértani,
ahogy ezeket mar korabban megcsinaltuk. Tovabba, visszavezetések alkalmazasaval
kijon, hogy AP C PSPACE és AP O PSPACE, és ebbdl mér kévetkezik a koztiik
lévé egyenlGség. |
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