ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

7. Eladés: Halozatok, P- és N'P-teljes probléméak

Eléado: Hajnal Péter 2015. tavasz

1. Halézatok és egy P-teljes probléma

Emlékeztets. L €r TIME(t(n))/ NTIME(t(n)) esetén mindig feltessziik, hogy
t(n) szép id6 fiiggvény, azaz Turing-géppel megvalosithato egy ora, ami n hosszu
inputra ,t(n) id6 utan it".

w € X" inputon T futésa a

Ko(w) — K1 — Ko — ... — Ky,

konfiguraciosorozat, ahol ko(w) az w-hoz tartozo kiindulé konfigurécio, k41 a x; kon-
figurédcio rakovetkezGje, és Ky az elsé olyan konfiguracio, ahol az allapot ELFOGAD
vagy ELVET. Feltehetd, hogy ¢ = t(n).

Eszrevétel 1. x konfiguraciok kodolhatok bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
J, N
lallapot | ®karakter|" | karakter® |karakter| | ®karakter| V| karakter™ | karakter|

“, 0,

Ezt ,szétszortuk", minden mez6 raktunk egy bitet. Igy nem miden adott hossztsagu
sorozat kodol konfiguraciot. Az allapotot és karaktereket kodold blokkkok hossza
figg |S|, |X| és |I'| értékétsl. Minden esetre konstans sok bit sziikséges (ami a
Turing-géptdl fiigg). S elemeinek kodolasara [log, |S|] bit legends. Ha |S| nem
kettShatvany, akkor lesznek olyan 0-1 bitsorozatok, amik a megfelel§ pozicidkban
allnak, de nem koédolnak allapotot. Ennek ellenére konnyt tervezni egy olyan tesztels
halozatot, ami egy adott (megfeleld hosszi) kodrol eldonti, hogy konfiguraciot kodol-
e.

Megjegyzés (FONTOS). A megallapodat ugy valaszthatjuk adott n hosszi w in-
put esetén [w] hossza ar-n legyen. Ha T id&igénye legfeljebb t(n), akkor konfiguraci-
6k kodjanak hossza fr-t(n) legyen. (A konfiguracioban a munkaszalag elvaghato az
els6 t(n) mezs utan. Az elhagyott/levagott rész csak érintetlen mezdket tartalmaz.)

A tovabbiakban n és a kodolasi megallapodas mindig rogzitett (ennek megfele-
16en a megfelels kodok hossza mindig ismert).

Eszrevétel 2. [k;] — [K;

| = [Kit1| egyszert hozzarendelés/fiiggvény.



Az észrevétel allitasa matematikailag nem pontos, az ,egyszert" jelzé értelmezése
nem jol definialt.

Azt mutatjuk, hogy egyszertien meghatarozhato /kiszamolhato egy kicsi (polino-
miélis méretti) halozat, amely egy konfiguracié kodjabol kiszamolja a rakévetkezd
konfiguracié kodjat. ElGszor azonban lassuk a sziikséges fogalmakat.

Definicié. Egy halozat egy [l irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott kort
(azaz lerajzolhato tugy, hogy minden él | lefelé haladjon"). Minden csiics befoka 0, 1
vagy 2. A 0 befoki cstcsok neve inputcsiics. Legye [ az input csticsok haln_1>aza.
A nem inputesiicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza K = V(G) —
I. Specialis cstucsot, esetleg cstcsokat neveziink ki, amelykre mint output csicsok
hivatkozunk.

Legyen ¢y : I — {x1,29,...,2,} U{0,1} egy cimkézéese az output csucsoknak.
Legyen lr : K — {—,V, A} egy cimkézése a kapuknak, amelyre teljesiil, hogy egy
kapunknak akkor és csak akkor — a cimkéje, ha befoka 1. Legyen ¢ = ({;,(f) az
Osszes csucsot cimkézd fiiggvény.

(5), ) cimkézett iranyitott grafot halozatnak nevezziik.

A fenti egy statikus szamitasi modell. Lassuk a fenti modell dinamikus véltoza-
tat. Egy halozat kiszamol egy Boole-fiiggvényt a kovetkez6 modon. Az {xq,xs, ..., x,}
valtozok egy kiértékelését kiterjesztjiik a kapuk egy kiértékeléséve: Feltessziik, hogy
halézatunkat tgy rajzoljuk le, hogy minden él lefelé haladjon. A kapuk kiértékelése
fentrdl lefelé halad.
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Ha egy kapuhoz jutunk, akkor azok a kapuk, ahonnan él vezet hozza méar kiérté-
keltek, azaz egy kiszamolt bitet rendeltiink hozza. Az aktualis kapu éltal kiszamolt
bit az hozza vezets éleken aramlo bit és a kapu cimkéje alapjan természetesen értel-
mezhetd. A hélozat altal kiszamolt bitsorozat az otuput cstcs(ok) altal kiszamolt
bit(ek).

Azaz a C halozat egy fe Boole-fiiggvényt szamol ki/valosit meg.

A fentiek ,matematizalasa": Egy konfiguraciot kodold bitsorozatbdl egy egysze-
riien leirhato, kicsi halozat kiszamolja a rakdvetkezd konfiguracio kodjat. A konst-
rukcionk egyszert, de sok esetlegességet, megéllapodast kovetel. Egy formalis lefras
helyett egy példan szemléltetjiik milyen otletek vezethetnek el egy megoldashoz.
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Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mez6 tartalmat kodolo bitek mind-
egyikét Ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy a csupa 0 (ha nincs ott a szem /kéz,
mindent 0-val és-eltiink) vagy a latott karakter kodja (ha ott a szem/kéz). Az input-
szalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének els§, majd masodik és igy
tovabb karakterét Ossze-vagy-olva kapjuk az inputszalagon latott karakter kodjat.
Hasonléan szamolhatunk a munkaszalagnal.

A sarga teriiletben egy Osszetettebb szamolas torténik: konstans sok bitbbdl
szamolunk ki konstans sok bitet (a konstanok fiiggnek a Turing-géptdl). Konkrét
kidolgozasa az atmenetifiiggvénytsl fiigg. Nem okozhat probléméat akkor sem, ha az
egyes bitek fliggését a nyilvanvalé DNF formula alapjan irjuk fel. Ekkor is konstans
sok kapuval dolgozva megoldjuk a feladatunkat.
fiige, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd felett allt, illetve merre irja el
mozgasat az dtmeneti fliggvény. A hélézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank,
de ez a munka felesleges az el6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicio-bithez ott van. Az atlathatosag kedvéért rajzoltuk fel csak egyszer az
input- és egyszer A munkaszalaghoz. A zold teriileten szamoljuk ki a munkaszalag
4j tartalméat. Minden munkaszalag mezShoz tartozik egy ilyen zold blokk (egysze-
riség kedvéért csak egyet tiintettiink fel). Az 0j karaktertdl, a régitsl és attol az
informéaciotol fiigg, hogy a fej ott all-e. Ez a rész is konnyen megvalosithato lenne,
ha tudnank I' elemeinek kodolasdhoz hasznélt bitek ¢ szamét ismernénk. A zold
tertileten az f(e, ko, k1) = ke fiiggvényt szamoljuk ki, ami 1 + 2¢ bitb6l szamol ki
l-et.

Eszrevétel 3. [w] — [ko(w)] egy egyszerti hozzarendelés/fiiggvény.

Ez a korabbiaknal egyszertibb észrevétel. Ismét egy abrara utalunk.
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Feltettiik, hogy a START allapot kodja 00...0 (hossza [log, |S|], paldankban
9). Az inputszalagon > kodja 00...0, a <kodja 11...1 (hosszaik [log, |X|], példank-
ban 5). Az munkaszalagon > kodja 0...00, a sztizkarakter kodja 0...01, (hossza
[log, |T'|], példankban 8).

El6szor definidlunk egy problémét /nyelvet, majd Gsszefoglaljuk a fenti megalla-
pitasainkat egy tételben.

Definicié. Legyen
HALOZAT-KIERTELES = {[C,w] : C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halozat és w bitsorozat esetén eldonti,
hogy az w bitsorzatot adva az x1, xs, ... inputkapuk értékeinek a halozat az 1 bitet
szamolja-e ki (azaz kiértékeli C,(w)-t).

1. Tétel. HALOZAT-KIERTELES P-teljes (az L redukcidra nézve).

Bizonyitds. Legyen L €7 P. Legyen t(n) egy polinom, T idgkorlatja. Feltehetd,
hogy T olyan, hogy ELFOGAD/ELVET allapot elérése utan  tartja" allapotat.
Igy w € L? kérdés megvalaszolasa (w € X") ekvivalens annak megéllapitasaval,
hogy az w- torténd futds soran a ry,) konfiguracioban az allapot ELFOGAD-e.
Megallapodhatunk abban, hogy a konfiguraciokat 0-1 sorozatokkal kodoljuk, hogy
az allapotot kodolo blokkban az ELFOGAD éllapot kodja a csupa 1 sorozat legyen.

A fentiek alapjan barmi volt is L €r P w € X" tetszGleges eleméhez felépithets
egy 7, halozat, amely inputkapui w-t kodoljak (3. észrevétel) és bizonyos szintje a
Turing-szamitas konfiguracio-sorozatanak elemeit kodolja (2. észrevétel). ¢(n) ilyen
szint felépitése utdn az érdekel minket, hogy egy bizonyos blokkban csupa 1-es bit
szerepel-e. Ezt ES kapuk segitségével konnyen kifejezhetjiik.

Ezzel leirtuk a redukald algoritmust. A redukcio elméleti része a korabbiakbol
adodik. A konstrukei6 /redukeié logtar-beli. |

2. Egy N'P-teljes nyelv
Definicid. Legyen
HALOZAT-SAT = {[C] : van olyan w bitsorozat, amelyre C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halézat esetén el kell donteniink, hogy
kielégithets-e.

2. Kovetkezmény. o (i) Tetszbleges L € N'P nyelvre L <, HALOZAT-SAT
o (ii) HALOZAT-SAT N'P-teljes
e (iii) P = NP < HALOZAT-SAT € P
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Bizonyitds. (i) L €r NP, igy egy tetszGleges w € L esetén létezik hozza egy
tani: 7 = (t1,t2,...,tpw)), amelyre T'(w,7) ELFOGAD allapotba jut. Azaz az
elsbb megkonstrualt C halozatra, C([w],y1,¥2, .-, Yqm)) az 1 értéket szamolja ki,
ha az y valtozok helyére a 7 koédjanak bitjeit irjuk. Megforditva is igaz. Ha
C(Jw],y1,¥Y2,- -, Ygn))-nek talalunk egy kielégitését, akkor egy tanu kodjat talal-
juk. Azaz C([w],y1,Y2, - - -, Yqgn)) kOdjanak legyartasa (ami az emlélekeztets alapjan
L-ben megoldhato) egy jo redukcio.

(i) Az (i) részbél és abbol, hogy HALOZAT-SATE NP (tant egy kielégits
bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N P-teljes.

(iii) Mivel HALOZAT-SAT € NP, igy ha P = NP, akkor P-beli is. Viszafelé,
ha HALOZAT-SATE P, akkor tetszéleges L € N'P nyelvet redukaljunk HALOZAT-
SAT-ra, a redukalt problémat P-ben el tudjuk donteni. A két 1épés egyiitt is poli-
nomialis és az L nyelv eldontési probléméajat oldja meg. Ebbdl L € P kiovetkezik,
igy NP C P, tehat P = NP adodik. [ |

A tovabbiakban a legklasszikusabb N P-teljes nyelvet imsertetjiik.

3. Cook—Levin-tétel

Definicié. Legyen V = {z,25,...,2,} egy véltozé halmaz. Legyen L = VUV
a literalok halmaza (V a negélt valtozok halmaza, azaz {T|,Ts,...,Tn}). L egy
részhalmazat kloznak nevezziik. Esetiinkben a klozra ugy gondolunk, hogy a hozza
tartozo literalokat V logikai mivelettel, azaz diszjunkcidval kapcsoljuk 6ssze. Egy ¢
konjunktiv norméalformaben 1év6 formula (CNF formula) kl6zok egy halmaza. Erre
a klozhalmazra gy gondolunk, hogy a klozok A logikai mtivelettel, azaz konjukciéval
kapcsoljuk 6ssze. Egy ¢ CNF formula kielégithets, ha adhato V' egy kiértékelése (ami
természetes modon kiterjeszthets L egy kiértékelésévé), amelyre minden klozban lesz
igazza kiértékelt literal.

SAT = {[¢] : ¢ kielégithets CNF'}

Azaz SAT az a probléma, ahol adott egy CNF formula és el kel donteniink, hogy
kielégithets-e.

3. Tétel (Cook—Levin-tétel). SAT (CNF formula kielégithetdsége) N'P-teljes.

Bizonyitds. Korabban méar szerepelt, hogy SAT € NP, igy elég adnunk egy vissza-
vezetést HALOZAT-SAT-r6l SAT-ra, hiszen ekkor az el6z6 kovetkezmény (i) pontja
és a polinomidlsi redukcio tranzitivitasa alapjan tetszéleges L € NP nyelvet vissza
tudunk vezetni SAT-ra. Ezt is két lépésben tessziik, a HALOZAT-SAT-ot visszave-
zetjik BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT-ra, majd azt SAT-ra.

Definicié. ¢;(z1,x2,...,2,) = ¥i(x1,29,...,2,), i = 1,2,..., ¢ egyenletrendszert,
Boole-egyenletrendszernek nevezziik, ha ¢; és 1; Boole-formulédk. Az {z;}! , val-
tozok egy 0-1/igaz-hamis értékadas az egyeneletrendszer megoldésa, ha minden
1=1,2,...,0 esetén p; és 1); értéke ugyanaz.

BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT az a nyelv, ami a megoldhato /kielégithetd
Boole-egyenletrendszerek kodjat tartalmazza.
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Legyen H egy halézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozot. Ez input-
cstcsok esetén a cstcs cimkéje. A tobbi cstucsra (kapukra) mind kiilonvaltozokat
feleltetiink meg. Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

® 1, = —xp, ha a g kapu negaci6 kapu és a h kapubdl kapja inputjat (h_g; él a
halézatban).

e 1, = x5, Az, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és inputjait b és b/
kapukbol kapja.

e 1, =1,V xy, ha a g kapu hélézatbeli cimkéje diszjunkci6 és inputjait i és '
kapukbol kapja.

e 7, =1, ha a g kapu a halézat output kapuja.

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a hal6zatbol. Ha a halozat 1-et
szamol ki egy értékadason (az értékadas kielégithetGséget bizonyit), akkor a ka-
puk altal kiszamolt bitekkel egyiitt egy megoldasat kapjuk az egyeneletrendszernek.
Forditva is igaz, ha az egyenletrendszer megoldasabol kiemeljiik az eredeti input
valtozok értékadasait, akkor ezen a halozat 1-et szamol ki (s6t minden kapu a hoz-
zérendelt valtozo megoldasbeli értékét szamolja ki). Azaz a halozatbol legyartott
egyenletrendszer megoldhatosaga ekvivalens azzal, hogy a halozat kielégithetd.

Az ‘=’ jeleket ‘=’ logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek megfelels for-
mulékat kapunk. Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazza
teszi a hozzarendelt formulat. A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb
harom valtozot tartalmaznak. Konnytd ket CNF forméra hozni. Ha az Osszes
egyenletnek megfeleltetett CNF formulat ‘és’ logikai jellel 6sszekapcsoljuk, szintén
CNF format kapunk. Igy az egyenletrendszerhez hozzarendeltiink egy ¢ CNF for-
mulét. A hozzarendelés P-ben kiszamolhato. Az egyenletrendszer megoldhatosaga
ekvivalens a formula kielégithet&ségével.

Vagyis , programunk" mésodik redukciéjat is megadtuk, a tételt bebizonyitottuk.
[ |
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