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1. st-ELERHETOSEG coN L-ben, Immerman-Sze-
lepcsényi tétel
1. Tétel (Immerman (1988)—Szelepcsényi (1987)).
st-ELERHETOSEG € co NL.

Megjegyzés. A tétel kifejtve a kivetkezoket jelenti. Ha egy rogzitett kddolas mel-
ﬁ

lett az input w = "(G,a,z)", akkor létezik olyan logaritmikus téarigényd nem-

determinisztikus T" Turing-gép, amelynek

e ha nem létezik a? iranyitott ut, akkor van elfogado futésa,
e ha létezik a? iranyitott ut, akkor minden futésa elvetd.

Eszrevétel. Neil Immerman és Robert Szelepcsényi egymastol fiiggetleniil igazoltak
a tételt 1987-ben, Szelepcsényi mindossze 20 éves volt ekkor. A kozismert bonyo-
lultsagi osztalyok gyorsan kialakultak az 50-es, 60-as évek kornyékén, igy ez a tétel
viszonylag késéinek mondhat6. A tétel — a bizonyitasaval egyiitt — egyszertisége
és fontossiaga miatt ma méar standard tananyagnak szamit.

Bizonyitas. A bizonyitas soran mindig feltessziik, hogy G graf az w inputban kodolt
graf. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

Ni = {UGV(@)I aﬁsﬂ}},

Tehat N; jelenti azoknak a csticsoknak a halmazét, melyek a-bol legfeljebb i 1épésben
iranyitottan elérheték, n; pedig az N; szamossagét jeloli. Erdemes észrevenni, hogy
No = {a}, Ny = {a} U{a ki-szomszédai}, N C Ny C N, C...C N; C ... CV(G).
ng=1lilletve ng <n; <ny <...<m; <...< ‘V(@)‘ = n.

A bizonyités soran az lesz a célunk, hogy az ng, nq, no, ... értékeket kiszdmoljuk.
A kovetkez6 észrevétel alapjan ez elegendd célunkhoz.

= —
Eszrevétel. Akkor és csak akkor nincs G-ben egy irdnyitott az ut, ha létezik i <
[V(G)], hogy ni =niyy és 2 & N;.

Ez azzal indokolhato6, hogy ha valamely i-re n; = n;,1, akkor N; = N, és az
egyenlGség az (i + 1)-nél nagyobb indexekre is fenndll, igy az N; az Osszes a-bol

6-1



elérhetd csticsot felsorolja. Ilyen i < |V(G)| mindig létezik. Az iranyitott ut létezése
ekvivalens azzal, hogy z eleme-e N;-nek.

A bizonyitas soran egy nem-determinisztikus rekurziv algoritmust fogunk fel-
irni. A rekurzi6 feltétele, hogy ismerjiikk n;,-t. Az algoritmus segitségével n;-bél
meghatéarozzuk n, i-et és képesek lesziink N; elemeinek felsorolasara. Ez elegendd
lesz szamunkra: az ELFOGAD allapot elérése ekvivalens lesz azzal, hogy valamely
i < |V(Q)| esetén n; megegyezik n;,1-gyel és z ¢ N;.

A bizonyités soran sziikségiink lesz négy darab munkaszalagtoredékre. Gon-
dolhatunk rajuk dgy is, mint ugyanannak a munkaszalagnak a kiilonb6z6, de jol
meghatéarozott része, vagy ugy is, mint kiilon munkaszalagok (ekkor tébbszalagos
Turing-gép modellel dolgozunk).

(1) I>]i]:[n]<

Az (1) munkaszalagtoredéken taroljuk a megfelel§ indexekhez tartozo n;-ket, és
biztosnak kell lenniink abban, hogy n; = |V;| . i és n; teriilete is O(logn) mezényi.
A kovetkezd (2)-es munkaszalagok az Ni-beli elemeket soroljak fol.

(2a) | > | Ni-beli elemek helye | : | szamlalo | < | ...
>

[log V'], azaz egy
csticsnyi hely

(20) ‘ > ‘ bizonyité séta cstcsa ‘ kovetkezd cstics ‘ megtett 1épések szama ‘

—> >
[log V'], azaz egy [log V'], azaz egy
csucsnyi hely csucsnyi hely

A (3) munkaszalagok V' tesztelésére szolgalnak, egy V-beli csics Ny, 1-hez tarto-
zasat vizsgalja.

(3a) | > | tesztelt csics | <
>

csticsnyi hely

(3b) | > | tesztel6 séta csucsa | kovetkezS cstics | megtett lépések szama | ...
>

>
[logV'], azaz egy  [log V'], azaz egy
csticsnyi hely csucsnyi hely

A (4) pedig a megtalalt N; i-beli elemeket szamolja.

4 [>] [ <
>
log [V|

A (1)-es szalagon kezdetben 0 : 1 van, a tobbi szalag pedig tires. |No| = [{a}| =1
alapjan kiindul6 hipotézisunk helyes. A szalagtartalom megbizhato.

A rekurziv lépés (n;-re alapulva, felsoroljuk V; elemeit, kiszamoljuk n;,i-et) a
kovetkezd.

1. Felsoroljuk az N; elemeit, azaz a (2a) szalagon a vy, vs, ..., v,, csicsok soro-
lodnak. Természetesen oly modon, hogy vy leirodik (szamlalo értéke 1), azt vo
feliilirja (szamlalo eggyel novelédik), és ez igy megy tovabb, mig végiil v, lesz
rairva (szamlalo eléri n;-t).
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Az algoritmusnak ez a része egy nem-determinisztikus fazis. Az Gsszes csiics
tippelt", nem-determinisztikus lépés eredménye. FErre a felsorolasra ugy is
lehet majd gondolni, mint egy szubrutin. Ismételten alkalmazzuk (természe-
tesen ugyanazon tarteriilet felhasznalasaval).

o Azért, hogy elkeriiljiik, hogy egy csiicsot tObbszor is felsoroljunk, fel-
tessziik, hogy a cstcsok kodjai az indexekkel novekednek, azaz "v; ! <
r 1
Vo < ...

e Miel6tt felsorolnank a kovetkezs cstcsot, a (2b) részben minden vj-re
legyartunk egy bizonyitast arra, hogy v; € N;. Ez is alapvet6en nem-
determinisztikus része az algoritmusnak. Ezért ha v; € N;, akkor van
olyan futés/tanuszalag-tartalom, ami ezt bizonyitja, és ezt logtarral le
tudjuk ellendrizni a (2)-es szalag bizonyité részében, mivel a probléma
N L-be tartozasat tudjuk. A bizonyit6 rész tartalma a kovetkezSképpen
alakul: Kezdetben a-bol atlépiink egy szomszédos a™ csticsba, majd no-
veljiik a szamlalot. Ezutan az a feliilirodik a szomszédjaval (a*-szal)
és most annak egy szomszédja lesz a masodik cstucs (a'™), ami pedig
az a™ cstcsot irja felil. Ez a mtvelet addig ismétlédik, mig a méasodik
cstics vj nem lesz vagy a szamlalo tilesordul (nagyobb lesz, mint 7). Két
allapot 1éphet fel: STIMMEL, illetve NEM-STIMMEL. A STIMMEL al-
lapotban elérjiik vj-t a szamlalo tulcsordulasa nélkiil. A komplementer
NEM-STIMMEL allapot ekvivalens azzal, hogy elvetjiik az egész futast.
Ha NEM-STIMMEL allapot nélkiil a felsorolas szamlaloja n; értéket vesz
fel, akkor SIKERES-FELSOROLAS allapotba jutunk.

Ha feltevéstink helyes (ha (1) tartalma valoban n;), tovabba egy ,jogkovets"
futésrol van szo akkor az NV; elemeit tényleg fel tudjuk sorolni.

2. Lemma. Ha végigfutunk a SIKERES-FELSOROLAS dllapotba keriiliink,
akkor biztosak lehetiink abban, hogy N; elemeit soroltuk fel.

Bizonyitas. Mivel elkeriiltiik a NEM-STIMMEL allapotot, ezért bizonyitot-
tuk, hogy n,; darab kiilonbozd elemet soroltunk fel N;-bél. Mivel n;-ben meg-
bizunk, igy N; Osszes elemét felsoroltuk. [ |

. Az algoritmus kovetkezo fazisa a V' tesztelése, azaz a (3)-as szalagon felsoroljuk
V' Osszes elemét, és ellendrizziik, hogy benne vannak-e N, ;-ben. Legyenek az
Uy, ..., U, csucsok a V elemei. Kezdetben a (4) szalag tartalma 0.

e Minden u; cstcs esetében meghivjuk a fenti szubrutint, azaz (nem-deter-
minisztikusan) felsoroljuk az N; elemeit.

o Azt teszteljiik, hogy az aktualis u; az fel van-e sorolva NV;-ben, vagy ki-
szomszédja egy olyan cstcsnak, ami fel van sorolva. Ha ez megtorténik,
akkor a (4)-es szalag(toredéken) noveljiikk eggyel a szamlalot és a kovet-
kez6 csucsra tériink at. Ha az N felsorolasa SIKERES-FELSOROLAS
allapotba ér, az aktualis V-beli elem nem lett felismerve mint N; | egy
eleme, akkor (a szamlalo novelése nélkiil) a kovetkezs cstcsra tériink at.

A kovetkezs lemma eddigi észrevételeinket foglalja Gssze.
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3. Lemma. (i) x € N;y, akkor és csak akkor, ha x € N; vagy alkalmas
y € N; esetén: yt € E.

(i) Ha'V dsszes elemének tesztelése megtorténik a NEM-STIMMEL dl-
lapot elkerilésével, akkor a (4) szalag tartalma biztos n; q

Az el6z6 lemma tulajdonképpen egy trivialitas, a bizonyitasahoz elég egy-
szertien meggondolni azt, hogy mit jelent. Ez a lemma biztositja a rekur-
zi6s 1épést, és igy a rekurziv 1épés leirasanak vége van.

3. Mar csak annak az ellenérzése van hatra, hogy n; megegyezik-e n;,-gyel.

e Hanem, akkor az (1)-es szalagon i-t kicseréljiik (i+1)-re és n;-t kicseréljiik
a (4)-es szalagon 1évs szamra, ami az el6z8 lemma szerint pontosan az
n;i1, ¢s visszatériink az algoritmus 1. részéhez.

e Ha igen, akkor ujbol felsoroljuk N; elemeit, és csak azt vizsgéljuk, hogy
z el6jon-e kozottiik. Ha nincs NEM-STIMMEL allapot a felsorolas soran
és a z sem jon els, akkor tudjuk, hogy nem létezik az ut, igy ELFOGAD
allapottal leallunk.

Az algoritmus logaritmikustarat hasznal fel, a helyes miikdése a fentiekben bi-
zonyitva lett, ezért az Immerman-Szelepcsényi tétel bizonyitasa kész. |

4. Koévetkezmény. NL = co NL

Bizonyitas. Ha L egy N L-beli nyelv, akkor létezik egy L <, st-ELERHETOSEG
visszavezetés (mivel az st-ELERHETOSEG A L-teljes), igy tudjuk, hogy az L nyelv
co N L-ben is benne van. Az L € co N'L pontosan azt jelenti, hogy L komplementere
benne van N L-ben, azaz L € N'L. Ezt a gondolatmenetet megismételve L-re, azt
kapjuk, hogy az L € N L-bél kévetkezik, hogy L € N'L. Ebbél a két megallapitasbol
pedig azt kapjuk, hogy L akkor és csak akkor van A L-ben, ha a komplementere is
ott van, és ez azt jelenti, hogy N'L = co N L. [ |

Ahogy a bizonyités is mutatta a tétel lényege, hogy N L zart a komplementalasra
nézve.

5. Kovetkezmény. Ha s(n) szép tarfiggvény, akkor
NSPACE(O(s(n))) = co NSPACE(O(s(n))).

Bizonyitas. A bizonyitas hasonléan torténhet, mint az Immerman-Szelepcsényi té-
tel bizonyitasa, csak itt a blokkok nagyobbak. |

Megjegyzés. Az eredeti tétel, illetve a két kdvetkezmény koziil mindegyiket szoktak
Immerman-Szelepcsényi-tételnek nevezni.

ELERHETOSEG az eddig vizsgalt probléma valtozata iranyitatlan grafokra. A
kovetkezé tétel azt mutatja, hogy az iranyitatlan eset valoszintileg konnyebb az ira-
nyitottnal.

6. Tétel (Omer Reingold, 2004). ELERHETOSEG € L.
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Attol fliggetleniil, hogy klasszikus szélességi és mélységi keresések a problémat
P-be rakjék, ez egy nagyon nehéz tétel. Omer Reingold bizonyitotta 2004-ben.
Maga az algoritmus nem til thznémll}até, de E)oqyolultségelméleti szempontbol nagy
jelentGséggel bir. Viszont az st-‘ELERHij’OSEG és az L osztaly viszonyarol még
semmit sem tudunk. Az st-ELERHETOSEG € L bizonyitésa azt jelentené, hogy
L=NL.
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