ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméra

2. El6adas: Nyelvosztalyok

Eléado: Hajnal Péter 2015. tavasz

Emlékeztets. Az el6zd elGadasban bevezettiink egy szamitasi modellt, amelyet a
késGbbiek soran standard modellnek fogunk nevezni. Elevenitsiik fel a modell részeit!

A standard modellben a szamitasokhoz harom eltérs funkciéval rendelkezé sza-
lagot hasznalunk. Ezek egy irdnyban (altalaban jobbra) végtelen mezdsorozatok, a
neviik: inputszalag, munkaszalag, outputszalag. A Turing-gép feje a szalagok jel-
legétdl fliggben a mezGk leolvasaséat és feliilirasat végzi. Az inputszalag a 3 abécé
karaktereibdl 4ll6 véges hossztusigi szot tartalmazza > és < szimbolumok kozott,
amelyek az input kezdetét és végét jelzik. A fej karakterenként latja az inputot egy
szemmel, amely az inputszalagon mindkét irdnyban képes mozogni. A munkaszalag
els6 mezdje szintén a szalag kezdetét jelols >  bevésett” (nem feliilirhato) karaktert
tartalmazza. A szalag mezGibe a ['-val jelolt in. munkadbécé karaktereit irhatjuk. A
fej a munkaszalag mezGit egy jobbra-balra egyiitt mozgo szemmel és ,ceruzat tartd”
kézzel olvassa, ill. irja. Végil az ugyancsak > jellel kezd6d6 outputszalagra keril
a szamitas eredménye, melyen a fej egy ,ceruzat tartd” kézzel ir, a mez6kon egyen-
ként jobbra haladva. A fejnek egy fontos jellemzdje az allapota, amely a véges S
allapothalmaz eleme.

A Turing-gép miikodését az f atmeneti fliggvény szabja meg. Ennek értelmezési
tartomanyéat az an. [ldthato részek alkotjék, amelyek alapjan f egy ,update-elést”
(frissitést) hajt végre. A lathato részek a fej

(1) inputszalagon fut6 szeme altal latott karakter,
(2) munkaszalagon fut6 szeme altal latott karakter,

(3) allapota.

10| inputszalag

<l<l<]|+ munkaszalag

olelol el |-+ outputszalag

1. dbra. A standard modell.
Az atmeneti fiiggvény megadja, hogy a lathato részek alapjan

(4) milyen iranyba lépjen az inputszalagot pasztazo szem,

(5) milyen karakter keriiljon a munkaszalag aktuélis mezdjébe,
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(6) merre mozduljon a munka szem-kéz,
(7) mi keriiljon az outputszalagra,
(8) végiil pedig meghatarozza, hogy a fej milyen allapotba keriiljon.

fr Bu{e, <) xTU{>,—})x S = {— ., =} xT x{— , =} xEU{})x S
— —— Oy e e )
1

1. A standard modell valtozatai

A fent leirt standard modell esetleges, hiszen példaul az, hogy egy iranyban végtelen
szalagokat hasznalunk tovabbé, hogy éppen harom szalagon dolgozunk Onkényes
véalasztasok. Igy természetesen léteznek mas véltozatok is, ime néhany példa:

e Két iranyban végtelen munkaszalag: A munkaszalag bal és jobb iranyban
is végtelen és nem tartalmaz |idezszalag eleje jelet, csupan egy kezdeti mez6t
kell megadni.

1{1]of1]0|< inputszalag
)
alal|lp|lo|lol|r+ munkaszalag
4
>l1]1]0 ||l |l ] outputszalag

2. abra. A két iranyban végtelen munkaszalag.
e k-szalagos modell: Rogzitett £ € N szdmu munkaszalagot hasznalunk, és
minden egyes munkaszalaghoz tartozik egy szem-kéz paros. Fontos megjegyez-
ni, hogy k nem fiigg az input méretétdl.

inputszalag

1. munkaszalag

2. munkaszalag

k. munkaszalag

>lif1]0|_|_|l ||| outputszalag

3. abra. A k-szalagos modell.

e Egyszalagos modell: Minden mtvelet egyetlen szalagon térténik, amely igy
egyszerre input-, munka-, és outputszalag. A szalag jobbra végtelen és a kez-
deti mezdGket az input foglalja el >,<1 jelek kézott. Ebben a modellben az input
is feliilirhato és az output a szalag tartalma a STOP € S éllapot elérésekor.
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>/ inputszalag
>lofol1l1]jol1|{]l1|1]|_]--- munkaszalag

outputszalag

4. abra. Az egyszalagos modell.

e Kétdimenzios munkaszalag: Erdemes a munkaszalagot gy elképzelni, mint
egy végtelen négyzethalos fiizetlapot (ez lehet a teljes sikot lefedd héalo vagy
csupan egy negyedsiknak megfelels). Ebben az esetben is ki kell jelolntink egy
kezdeti mezét.

9
|

5. abra. Munkaszalag a sikon.

Nyilvanvalo, hogy a kiilonb6z6 modellekhez mas lathato részek tartoznak, ebbdl
adodoan pedig eltérGek a modellek atmeneti fiiggvényei. (Ha D valtozna a model-
lel, akkor a Church-tézist ,,megcafolnank”.) Bizonyitas nélkiill megemelitjiik, hogy
az eldonthets nyelvek/kiszamithato fiiggvények osztalya nem fligg a fenti valtoz-
tatasoktol. Az indoklas a kiilonb6z6 modellben felirt algoritmusok /Turing-gépek
szimulalasa egy mésik modellben.

Egy érdekesség, hogy ha léteznek forradalmian 0j szamitasi modellek. A fiziku-
sok a (klasszikus mechanika, fizikan alapul6) Turing-géppel szemben bevezetették
(az egyel6re meg nem épitett) kvantum szamitogép fogalmét. Az erre alapitott
kiszamithato nyelvek/D osztaly ugyanaz maradt.

Ennek ellenére az aprosagok lényegesen kihatnak konkrét algoritmusokra. A
miulthéten ismertetett standard modellt hasznal6é algoritmusunkat moédosithatjuk,
ha két munkaszalagunk van: Az inputot masoljuk a4t mindkét munkaszalagra. Ezt
tegyiik gy meg, hogy a munka-dbécé legyen olyan nagy, hogy minden mezdén 100
bitnyi informéacio férjen el (|T'| > 2'%9). Az input 100-as bit-blokkjai keriiljenek
a munkaszalagra (ehhez az allpothalmazt is meg kell novelniink). Igy n hosszt
inputnal [n/100] karakter lesz a munkaszalagokon. Majd az els6 munkaszalag veszi
at az inputszalag szerepét, mig a masodik jatsza a standard modell munkaszalgjanak
szerepét. Az algoritmus formaélis leirdasa konnyen megoldhato. Mi a kiilonbség? Az
eredeti 3n + O(1) futéasi id6 helyett 1,02n + O(1) lesz a futasi id6. A gyorsulasnak
megvan az ,ara”: Hatalmas S, " halmazunk lett.
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2. A PALINDROM nyelv példaja

Multkor lattuk a

PALINDROM = {w = wy,...wy, : ahol w; = w414
minden ¢ € {1,2,...,n} esetén}
nyelv eldontési algoritmuséat a standard modellben.
Most megnézzuk mi a helyzet, ha egyetlen szalagunk van, ami input- és munka-

szalagként is funkcionéal.
Legyen

r=1{0,0",1,17}.

Az algroitmus ,,magas szint” leirasa: A fej ingazni fog az input bal és jobb oldal
kozott. Utazas kozben az egyik oldalom latott karaktert fejben tartja, majd a mésik
oldalon teszteli a palindromsagot. Ha az input ,lebukott”, akkor ledllunk. Ha nem,
akkor a karaktert , kipipaljuk”.

A sziikséges allapothalmaz:

S = {START, HATUL-PIPAL, HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1,
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST, ELOL-PIPAL,
ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0-MOST,
ELOL-TESZT-1-MOST, ELFOGAD, ELVET}.

Részletesebben az algoritmus/atmeneti fiiggvény: A START allapotbol egyet

jobbra lép az input szem/kéz (a szalaghatarolo jel uténi els§ mezd, az input elss
karaktere felett lesz). Az 1j allapot ELOL-PIPAL lesz:

(>, START) + (%, J, ELOL-PIPAL)

A karaktert ,megjegyzi”, feliilirja pipalt valtozatéval és megkeresi az utolso inputka-
raktert (altaldban az utolsoé pipélatlan input karaktert). Ehhez HATUL-TESZT-0,
HATUL-TESZT-1 allapotokat hasznaljuk.

(0, ELOL-PIPAL) — (0, J, HATUL-TESZT-0)

(1, ELOL-PIPAL) — (17, J, HATUL-TESZT-1)

Ekkor az input szem/kéz folyamatosan jobbra mozog. Ez akkor &ll le, amikor az
inputszalagon az < jel vagy pipalt karakter nem olvashaté, majd egyet visszalép
és HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST a&llapotba keriil (a hozott
allapotban tarolt informaciotol fiiggGen).

(0, HATUL-TESZT-0) + (0, J, HATUL-TESZT-0)
(1, HATUL-TESZT-0) ~ (1, J, HATUL-TESZT-0)
(¢, HATUL-TESZT-0) — (x, B, HATUL-TESZT-0-MOST)
(0, HATUL-TESZT-0) — (0", B, HATUL-TESZT-0-MOST)
(1, HATUL-TESZT-0) — (1/, B, HATUL-TESZT-0-MOST)
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// Az ismertetett hozzarendelések listaja nem teljes.

Ekkor megtalédlta a keresett karaktert és teszteli, hogy megegyezik-e a megjegy-
zett karakterrel: Az allapot bitje az el6lrél hozott ,,emlékezet”. Ha a latott bit nem
egyezik a hozott emlékezettel, akkor a gép ELVET allapotba kertil, ledll. Ha egyezik,
akkor feliilirja a karaktert a pipalt valtozataval és egyet balra lép, HATUL-PIPAL
allapotba kertil.

(0, HATUL-TESZT-0-MOST) + (0¥, B, HATUL-PIPAL)
(1, HATUL-TESZT-0-MOST) ~ (1, ., ELVET)
(0, HATUL-TESZT-1-MOST) + (0, ., ELVET)

(1, HATUL-TESZT-1-MOST) — (1¥, B, HATUL-PIPAL)

Itt az olvasott karaktertsl fiiggben (feltessziik, hogy ez nem pipalt bit) ELOL-
TESZT-0, ELOL-TESZT-1 &allapotba keriil: balra megy, amig el nem ér egy pipalt
karaktert és ennek elérésekor visszalép. Ezzel ELOL-TESZT-0-MOST és ELOL-
TESZT-1-MOST allapotok egyikébe keriil, ahol a bit a ,,hatulrél hozott emlékezet”.
Vagy leallunk, vagy pipalunk és egyet jobbra lépiink. Az itt latott karakter alap-
jan HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1 allapotok egyikébe keriiliink. A sziikséges
hozzéarendeléseket /az atmeneti fiiggvény leirasdnak komponenseinek felirasat az ér-
dekléds hallgatora bizzuk.

Az elfogado ledllas (ha az input sz6 palindrom) kétféle modon torténhet (az input
hosszénak paritatol fligg6en).

Paros inputnél zz sszes input-bitet kipipaltuk és egy PIPAL allapotba keriiliink
(ez 4k +2 alakii hossznal HATUL-PIPAL, 4k alaki hossznal ELOL-PIPAL), de mar
pipalt karaktert latunk.

(0, ELOL-PIPAL) — (0., ELFOGAD)

(1, ELOL-PIPAL) — (17, ., ELFOGAD)
(0¥, HATUL-PIPAL) ~ (0¥ ,., ELFOGAD)
(1, HATUL-PIPAL) ~ (1Y ., ELFOGAD)

Vagy (partalan hosszu palindrom inputnél) a pipalassal meritjiik ki az input biteket
és amikor a tesztelendd bitet keressiik, akkor vessziik ezt észre:

(0¥, ELOL-TESZT-0-MOST) + (0¥, ., ELFOGAD)

(1, ELOL-TESZT-0-MOST) + (17, ., ELFOGAD)
(0¥, HATUL-TESZT-O-MOST) — (0¥, ., ELFOGAD)
(1Y, HATUL-TESZT-0-MOST) + (17, ., ELFOGAD)

A teljes kidolgozast (példaul annak meggondolasat, hogy iires inputszalagot hogy
kezelje a gép/algoritmus) az érdeklédd hallgatora bizzuk.

Kénnyt latni, hogy minden w inputon a fenti gép futasa O(|w|?). (Ezzel egy
fels6 becslést adtunk a futas hosszara.) Ha w egy palindrom sz6, akkor a fenti 7"
gép futasanak hosszat kénnyen kiszamithatjuk és ennek nagysagrendje valoban |wl|?
lesz.



Eszrevétel. A fenti algoritmus négyzetes rendi:
TIME(w,T) = O(|w|?).

A konstansokat nem szamoltuk ki. Lényegtelen is, az allapotok szamanak no-
velésével a futési id6 csokkenthets. Példaul hasznalhatnank a HATUL-TESZT-000,
HATUL-TESZT-001, HATUL-TESZT-010, HATUL-TESZT-011, HATUL-TESZT-
100, HATUL-TESZT-101, HATUL-TESZT-110, HATUL-TESZT-111 allapotokat
input bitek harmasainak egyiittes tesztelésére és az ingazas ,,amplitudoja”’ gyorsab-
ban csokken. A futasi id§ négyzetes marad, de a nagy-orddé mogé rejtett konstans
tetszdlegesen kicsivé tehetd (nagyon kicsi konstans ara hatalma S).

A miult 6rai linearis algoritmus lényege egy maéasodik szalag volt. A mostani
modelliinkben az az eljaras nem valosithaté meg (ezért ingaztunk).

Van-e harmadik méd a PALINDROM nyelv eldontésére, amely az egy szalagos
modellben négyzetes futasi idénél gyorsabban megoldja a problémat?

3. A PALINDROM bonyolultsaga az egy szalagos
modellben

A kovetkezG tétel szerint, ha egyszalagos modellt hasznéld algoritmussal akarjuk
eldonteni a PALINDROM nyelvet, akkor a négyzetes id6igény nem javithato.

1. Tétel. Ha T eqy olyan Turing-gép, amely az eqyszalagos modellben eldonti a
PALINDROM nyelvet, akkor valamely ar pozitiv konstansra minden n inputméretre
van olyan n hosszi w input, hogy

TIME(w,T) > ar|w|?.
A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhany 1j fogalomra.
Definicié.
Az inputszalag két szomszédos mezdjének kozos hatarat ajtonak nevezziik. Ha az

inputszalag mezd&it ugy képzeljiik el, mint végtelen egymasba nyil6é szobasorozatot,
akkor azt mondhatjuk, hogy a fej csak az ajtokon at tud kozlekedni.

a

D>\M (M, | MM (MM <

6. abra. Az M; és M;,, mezdket elvalaszto a ajto.

Tekintsiik egy T" Turing-gép w inputon valé futésat. Ekkor egy
Ko(w) — K1 — Ko — ... — Ky
konfiguracidsorozatot kapunk, ahol
¢ :=min{n | T allapota k,-ben ELFOGAD vagy ELVET}

az id6pont, amelyben eldontjiik, hogy w eleme-e a PALINDROM nyelvnek. Ez az
idépont biztosan véges, hiszen a PALINDROM nyelv az eldonthet nyelvek oszta-
lyaba tartozik (ezt igazoljak a kordbban emlitett 77, T algoritmusok).
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Most vegyiik azokat a x;, k41 konfiguraciokat, amelyekben az inputszem egyszer
az M;, masszor az M, mez6t nézi. Jelolje s; a mezbket elvalaszté a ajton torténd
atlépéskor a Turing-gép allapotat. Ezen s; allapotok sorozatat o(a,w) jeloli. Szem-
léletesen tgy képzelhetjiik a o(a,w) sorozatot, hogy az a ajtoban egy &r all, amely
a fej minden athaladasakor feljegyzi annak allapotat.

Nyilvanvalo, hogy a o(a,w) sorozatbol kiolvashaté az ajton valo athaladés iranya,
hiszen a fej balrol érkezik, ezért a paratlan sorszamu allapotok a balrdl-jobbra(—)
torténd atlépéskor, mig a paros sorszamu allapotok a jobbrol-balra(«) torténd at-

lépéskor keriilnek feljegyzésre.

Jelolje w | az w input a ajto elstti (t6le balra taldlhato) részét és | w az w input

a ajtéo utani (t6le jobbra talalhato) részét. Ha példaul az a ajtéo a 6. abranak

megfelelgen helyezkedik el, akkor w | =wy ... w; és |w = w1 ... w,. Természetesen

a két rész kiadja a teljes w inputot: w = (w | ) < | w).

_ a
Eszrevétel. Ha ismerjiik az w | inputrészletet és a o(a,w) allapotsorozatot, akkor

meg tudjuk mondani, hogy a Turing-gép ,hogyan miikédik”, amikor a szem az a
ajto el6tti mezdket pasztazza. Azt nem tudhatjuk, hogy a szem meddig volt a jobb
oldalan, de amint atlépi az ajtot (és amig a bal oldalon marad) képesek vagyunk

T futasat leirni. Természetesen ugyanez elmondhaté az |w darabra is; ekkor az
ajtoé jobb oldalan ismerjiik T' lépéseit. Az alabbi animéaci6 illusztralja az inputszem
a

mozgasat és az ajto elvalaszto szerepét. A megfigyelt mezdk pirosak, ha w | elemei

a
és kékek, ha az | w részei. A o(a,w) allapotsorozat a szinvaltasok elstti allapotokbol
tevédik Ossze.

> g -
KD I> ] =[]+

2. Kovetkezmény. Legyenek w,w’ € X" tetszdleges inputok és a eqy ajto. Tegyiik

fel, hogy o(a,w) = o(a,w’) és aT Turing-gép futdisinak eredménye megegyezik a két
inputon. Ekkor az 0 = (w \ ) ( | w’) mputon is ugyanazt szamolja ki T'. Valojdban

ennél tébbet is mondhatunk, hiszen az ajton torténd dthaladdsok szdmdtdl fiigg, hogy
melyik inputon (w-n vagy w'-n) fejezédik be a futds.

Definicié. Tegyiik fel, hogy 3 | n. Legyen
Iy :={a05a :a € ©5} C PALINDROM N X",

Tehat Iy azon n hosszi palindrom szavakbol all, amelyekben egy n/3 hosszu sz6 és
forditottja n/3 nullat fog kozre.

Megjegyzés. Mivel egy o035 @ € I elemet egyértelmtien meghatéroz az o sz6, ezért
[Lo| = %]z = [{0,1}]z = 2=,
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3. Kovetkezmény. Legyenek w, W' € Iy kiilonbozd szavak és a eqy kézépsd ajto (azaz
valamelyik a kézépsd n/3 nulldt elvdlasztd ajto kozil). Ekkor o(a,w) # o(a,w’).

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy o(a,w) = o(a,w"). Ekkor az €l6z6 ko-
vetkezmény alapjan ha mindkét mputon ELFOGAD allapottal all le a Turing-gép,
akkor az w = (w | |w> = a03 a inputot is elfogadja, vagyis w € Iy. Azonban
w # W, igy a # o, amibdl © ¢ I, kovetkezik. Ez az ellentmondas igazolja az
allitast. [ |

Eszrevétel. Ha feltételezziik, hogy |X| > 2 és |S| > 3, akkor a t-nél rovidebb
allapotsorozatok szédmara az

[

L+ [S[+---+ 1[5 =
1s1-1

L g1 <)

felss becslés adhato.

4. Kovetkezmény. Ha |Io| = || > |S[!, akkor 3w € Iy, hogy o(a,w) hossza

legalabb t, ahol a eqy kézépsd ajto.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy nincs ilyen w. Ekkor barmely w € Ij és
a kozépss ajto esetén o(a,w) hossza kisebb, mint ¢. Ez |[y| > |S|* allapotsorozatot
jelent. Azonban a t-nél révidebb &llapotsorozatok szaméara adott becslés alapjan,
mint |y < |S|'. Ez ellentmondas, tehat az allitasban szerepl6 w input létezik. W

Megjegyzés. Az elébbi kivetkezménybdl az is leolvashato, hogy |Io| = |Z[5 > |S[*
esetén t ~ O - n.
5. Kovetkezmény. Ha |Iy| > 2|S|", akkor létezik legaldbb |Io|/2 olyan szd Io-ban,

amelyre |o(a,w)| >t és mindegyik kilonbozd dllapotsorozatot ad, amikor kiszdmit-
guk. Ezek halmazdt jelélje I,. Tehdt

L ={wel:|o(a,w)| >t} C I.
Az eldbbi megjeqyzés alapjan t ~ yr - n, alkalmas vr konstansra.

Ezek utén térjiink ra az 1. Tétel bizonyitasara

Bizonyitds. Azok az id6pontok nyilvan nem relevansak, amikor a fej nem mozdul,
ezért az alabbi als6 becslés adhato

Z TIME(w,T) > Z Z [{t : t id6pillanatban a fej atlép a-n}|

w€lp w€lp a ké;épsc’i
ajto

az Osszegben megjelend halmaz szamossaga o(a,w) definicioja alapjan |o(a,w)|,

:Z Z lo(a,w)| = Z Z|J(CL,W)\

w€lp a kozépss a kozéps6 wely
ajto ajto

ahol kettGs Osszegben a szokéasos sorrendcsere tortént. Az 5. Kovetkezmény alapjan

)DIDSIEED DIITRERS DR

a kozépsS wely a kozépsd a kozépsd
ajtéd ajto ajtd

mivel a kozéps6 ajtok szama n/3, ezért ez

_n. |[0| t_VT

2
n2. ]
3 9 o "Dl
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ahonnan |[y|-val val6 osztas utéan

N TIME(w,T) > %T 2

wely

1
oy
adodik. Tehat azt kaptuk, hogy az atlagos futasidé négyzetesen fiigg az input hossza-

tol. A ~7 konstans fligg a Turing-géptdl, ezaltal értéke csokkenthetd, de a négyzetes
jelleg megmarad. [ |

4. Bonyolultsagi mértékek
Most definialjuk egy algoritmus/Turing-gép idGigényét és tarigényét.

Definicié. Egy T' Turing-gép iddigénye egy w inputon ¢ := TIME(w,T), ha futasa
{ki}io, vagyis az l-edik konfiguracioban keriil elgszor STOP allapotba, illetve oo,
ha futasa végtelen (nem éri el a STOP allapotot).

Definicié. Egy T' Turing-gép tarigénye egy w inputon s := SPACE(w,T), ha futasa
soran a munkaszem /kéz alatti mez6 legnagyobb indexe s, illetve oo, ha a munka-
szem /kéz tetszbleges messze elmozdul a munkaszalag baloldali hataratol.

Mivel a Turing-gép legfeljebb annyi mez6t latogathat meg a munkaszalagon,
amennyit mozog, ezért ezen jellemzdk kozott fennall a nyilvanvald

SPACE(w,T) < TIME(w, T)

Osszefliggés. A futas id6- és tarigényét nyilvan az input hosszatoél valo fiiggése alapjan
itélhetjiik meg. A kovetkez§ definicioval ezen fiiggést tudjuk kifejezni.

Definicié. Legyen t: N — R egy tetszoleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy egy T
Turing-gép eleme a TIME(t(n)) halmaznak,

TIME(w,T) < t(|w]).

Definicié. Legyen s: N — R egy tetszdleges fliggvény. Azt mondjuk, hogy egy T
Turing-gép eleme a SPACE(s(n)) halmaznak,

SPACE(w,T) < s(|w|).
Természetesen ezek az osztalyok nyelvosztalyokkként is megfogalmazhatok:

Definicié. Legyen t: N — R egy tetsz6leges fliggvény. Azt mondjuk, hogy egy L
nyelv eleme a TIME(t(n)) halmaznak, ha létezik olyan T" Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és
(i4) TIME(w,T) < t(Jw]).

Definicié. Legyen s: N — R egy tetszSleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy egy L
nyelv eleme a SPACE(s(n)) halmaznak, ha létezik olyan T Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és
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(i) SPACE(w,T) < s(|w]).

Az imént bevezetett TIME(t(n))/SPACE(s(n)) jeloléseknél hasznosabbak azok
az osztalyok ahol az idg, illetve tar korlatozast nem egy fiiggvénnyel, hanem egy
,nagysagrenddel” irjuk eld.

Definicié. o Polinomidlis idében eldonthetd nyelvek:

P =) TIME(an® +a) = | ] TIME(p(n)).

aeN pER|[z]

Az a szorzd az 1 hosszisagu inputokon sziikséges 2 1épés végett sziikséges, igy
irhatnank a helyett 2-est is. A két unio, azért egyezik meg, mert barmely p € R|z]
polinomhoz létezik olyan a € N természetes szam, melyre p(n) < an® + a, ahol
n € N.

o Fxponencidlis iddben eldonthetd nyelvek:
EXP = | ] TIME@2™" ).
aeN
o Polinomudlis tdrral eldonthetd nyelvek:
PSPACE := | | SPACE(an” + a).
aeN
o Fxponencidlis tarral eldonthetd nyelvek:
EXPSPACE = | ) SPACE2™" ).
aeN
o Logaritmikus tdrral eldonthetd nyelvek:
L= U SPACE(alogn),
aeN

itt megjegyezziik, hogy logn az n = 0 esetben nyilvan nem értelmezhets, azonban
ettdl az elfajuld (nulla hosszusagu input) esettdl eltekintiink. Tovabba £ miatt
sziikséges az inputszalag és a munkaszalag elkiilonitése is, mert maskiilénben nehéz
lenne a logaritmikus tarat mérni/kimutatni.

Konnyen beldthato, hogy a nyelvosztalyok kozott az alabbi tartalmazéasok telje-
siilnek:

L C PSPACE C EXPSPACE C D C S C P(X¥)
Ul Ul

P - EXP

*

Természetesen tovabbi kapcsolatok is vannak, ezekrdél a késGbbiek soran esik szo.
Nyelvosztalyokbol is jelentGsen tobb létezik, mint amit itt megadtunk, a részletekért
lasd a Qwiki oldalat: http://qwiki.stanford.edu/index.php/Complexity Zoo.
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A bonyolultsagelmélet , feladata” a D nyelvosztaly finomitasa, az ide tartozoé nyel-
vek vizsgalata. D-n kiviili nyelvek 0sszehasonlitasa és vizsgalata inkdbb matematikai
logika jellegt kérdésekhez vezet.

*

Emellett egy természetesen felmeriil6 kérdés, hogy fiigg-e a modell megvalaszta-
satol egy adott szamitési feladat megoldasanak ,,nehézsége”’ Ugyanazt a problémat
megoldod, de eltéré modellek esetleg kiilonbozhetnek futésids, tarigény tekintetében?
A valasz: ,Elmosott” idG/tar-korlanal a modell nem szamit. Az

L,P,PSPACE,EXP,EXPSPACE,D,S

nyelvosztalyok véaltozatlanok maradnak a kiilonb6z& modelleknél.

*

Ha azonban finomabb osztalyokat néziink, akkor a modell valasztasa lényegesen
kihat a nyelvosztalyunkra. Példaul ,lineéris idG™

UagenT IME(an + (3)

més lesz, ha a standard modellre alapitjuk, illetve ha az egyszalagos modellen nyug-
szik (lasd PALINDROM nyelv). Ha sziikségiink van ilyen finomabb nyelvosztélyra,
akkor a definicio 1ényegét érinté ,létezik T Turing-gép” kifejezés alatt egy k-szalagos
modell létezését értjiik. Azaz a létezik kvantor kibontva: 3k ¢ N dI' 3 3f.
Megjegyezziik, hogy
LeP

egy alkalmas Turing-gép létezését jelenti. Ha ez a feltevésiink és hivatkozni szeret-
nénk egy T gépre, amely , bizonyitja” a P osztalyhoz tartozéast, akkor a

LerP
jelolést hasznaljuk.

*

Azt gyanitjuk, hogy a(z egyelore meg nem valdsitott) kvantum szamitogépeknél
A polinomiélis id6 fogalma megvaltozik (Pryantum =2 P)-

=
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