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1. Az algoritmus naiv fogalma

Az algoritmus egy eljaras, ami az adatok megkapasa utan egy jol definialt lépéssort
elvégezve megadja a probléma megoldasat.

Az algoritmus fogalmaval egyiitt kialakult egy az algoritmusokkal kapcsolatos
nyelvezet is. Az adatokat inputnak, az eredményt outputnak nevezziik. Ha adott
inputon az algoritmus utasitasait kovetve végezziik az eldirt lépéseket, akkor az
algoritmus futdsdrol beszéliink.

Mar az altalanos iskoldban tanulunk algoritmusokat. Az alapmiiveletek elvégezé-
sének szokdsos modja is egy-egy algoritmus. Az alapszerkesztések, a primtényezdkre
bontas megtanitott modja, az Euklideszi-algoritmus mind jol ismertnek kell lenni
egy érettségizett szamara.

Legyen 7 az inputok, O az outputok halmaza. Tehat egy algoritmikus/szamitési
probléma egy f : 7 — O fiiggvény.

1.1. Szamitasi problémak

Legtobbszor azonban nem vagyunk ennyire formalisak. A FAKTORIZACIO példaul
egy probléma. A szohasznalat jelentheti a kdvetkezdk barmelyikét.

Példa (FAKTORIZACIO I). Input: egy pozitiv egész szam. Output: prim osztoi-
nak listaja a megfelel6 multiplicitasokkal.

Példa (FAKTORIZACIO Il). Input: egy pozitiv egész szam. Output: egy prim
osztoja.

Példa (FAKTORIZACIO Ill). Input: egy pozitiv egész szam. Output: legkisebb

prim osztdja.

Példa (FAKTORIZACIO IV). Input: egy pozitiv egész szam és egy t érték. Dont-
siik el van-e 2 és t kozotti oszto.

Barmelyik megoldasa atalakithato (alap programozasi technikak, példaul rekur-
710, binaris keresés ismeretével) a to6bbi megoldasava.

Az inputok és outputok leirasdban/leirtak értelmezésben is meg kell egyezni-
ik a szamitast kovetSknek. (Gyakorlatban egy géppel kell kozolnik” az adato-
kat /inputot, az output kiszamolésa utan pedig a gép altal adott végeredmeényt kell
yértelmezniink”.) Ehhez Z és O elemeit kodolnunk kell. A halmaz elemeit kodsza-
vakkal helyettesitjiik. Ehhez nézziink néhany fontos alapfogalmat.
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1.2. Kdédolas

Definicid. X dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betik vagy karakterek
hivatkozunk.

Definicié. ¥ abécé esetén X" az n hosszi karaktersorozatok, méasképpen szavak
halmaza. Y° egy egyelemii halmaz, egyetlen eleme az € iires (0 hosszti) sz6. ¥* a
abécé-t hasznalo véges szavak halmaza, azaz X% = U2 X",

Az input /output kédolasa az input elemeinek azonositasa kodszavakkal, azaz 3*
elemeivel.

Példa. N* (a pozitiv egészek) egy kodolasa lehet a kovetkezs. Legyen 3 = {0, 1}.
Az x szam koédjat agy definialjuk, hogy felirjuk kettes szamrendszerben és a kezdd
I-est elhagyjuk. 1 — ¢, 9 — 001, hiszen 9 = 1001,. Ez egy bijekcio N* és {0, 1}*
kozott. Ezt nevezziik Nt standard kédoldsdnak.

Példa. Persze a tizes szamrendszerben valo feliras is egy kodolasa N-nek. Ekkor
¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. A tovabbiakban két lehet&ségiink van. Vagy minden
x természetes szamnak egy kodjat definialjuk, a szokasost. Ekkor ¥* nem minden
eleme kodol inputot. 002012 példaul nem koédol inputot. Egy méasik lehetéség, hogy
minden szamjegysorozatban a kezdd 0-kat elhagyva a maradékot értelmezziik. Ekkor
egy szamnak tobb kodja is van. 2012,02012, 000002012 kédok mindegyike ugyanazt
a szamot kodolja. Mindkét megoldas kérdéseket vet fel.

Adott ¥* egy eleme. Lehet, hogy nem kodol inputot? Ha igen, akkor mit te-
sziink? Elvarjuk az algoritmust felhasznalotol, hogy az altala megadott jelsorozat
garantaltan inputot kodoljon és az algoritmussal barmi térténhet, ha nem igy tesz.
Esetleg elvarjuk, hogy ebben az esetben az algoritmus jelezze, hogy ,,rossz kod”.

Ha tobb kodja is van egy inputnak, akkor gyakran kijelolhetiink egy standard
kodot, amihez ragaszkodunk. Ha tobb kédja van egy inputnak, akkor elvarjuk-e,
hogy két kod esetén el tudjuk donteni, hogy ugyanazt az inputot kodoljak-e?

Ezekel a problémakkal nem foglalkozunk. A szokasos kddolasok olyanok, hogy
algoritmusaink a legnagyobb kovetelmeényt is konnyen teljesitik (esetleg kis tébblet
munkéval).

Példa. N kodolasa az ¥ = {1} &dbécé-vel is lehetséges: n kodja legyen n darab 1-es
(1™). Ezt N undris kédoldasinak nevezzik.

Példa. Q szokésos kodolasaban ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—} A racionalis szé-
mot kodolo szvak egyetlen ,, /7 jelet tartalmaznak, ami el6tt egy természetes szam all
(esetleg egyetlen — elGjellel kezdve), mig a tortjel utan egy pozitiv egész kodja all.
Ebben a kodolasban a ,,fél” racionalis szamnak 1/2 és 1006/2012 is kodja. 1/2/3,
12/0, —1/ — 2 nem kodolnak racionalis szamot (legalabbis nem a fenti megallapo-
désok alapjan).

1.3. Formalis szamitasi probléma

A kodolés utan egy szamitasi feladat egy f: X% — ¥* fiiggvény.
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Példa (FAKTORIZACIO V). Legyen ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,.yU{, } Input:
egy pozitiv egész szam tizes szamrendszerben felirva. Output: prim osztéinak no-
vekv§ listaja, mindegyik osztot multiplicitdsa koveti egy vesszével elvalasztva, majd
egy pontos vesszG koveti, kivéve az utolsé prim osztot és multiplicitasat, amit egy

pont kovet. Azaz:
24— 2.3;3, 1.

121+ 11,2.
43— 43, 1.

2010 — 2,1;3,1;5,1;67, 1.
2011 — 2011, 1.
2012 — 2,2:503, 1.
2013 — 3,1;11,1;61, 1.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy csak megszamolhatd Z és O halmazok koédolha-
tok.

Megjegyzés. A kodolashoz elo"szor valasztani kell egy abécé-t. Ekkor a ¥ = {0, 1}
valasztashoz is ragaszkodhatnank. Néha azonban technikailag egyszertibb lesz na-
gyobb abécé-vel dolgozni.

A ¥ = {1} ,miniméal dbécé” is egy lehetéség. Ez azonban tulzott. Példaul az
{0,1,2,...,n—1} elemt halmaz els¢ kodolasaban minden szam kodja legfeljebb log, n
hosszi. Barmilyen nagyobb abécé-t valasztunk ennél nagysagrendileg jobb kodolést
nem talalhatunk. (Az &dbécé novelése csak konstansszorosara ,,nyomja Gssze” a ko-
dokat.) Az egyelemii dbécé viszont rossz, ebben legalabb n — 1 hosszu kodszo is
sziikséges barmit tesziink.

Egy kodolas utan beszélhetiink az input méretérdl, az input jelsorozat karakte-
reinek szdma, az input hossza.

Példa. N standard kodolasaban n kodjanak hossza [logyn]. N unéris kodolasdban
n kodjénak hossza n.

Példa. Legyen G egy egyszeri graf a V. = {1,2,..., v} cstcshalmazon. Kodolasahoz
legyen ¥ = {0,1}. G kodjanak hossza (3) lesz (az ilyen alaki szémokat nevezziik
hdromszogszamoknak). A kod pozicioi V' kételemii részhalmazaival vannak azono-

sitva. Egy karakter/bit azt kodolja, hogy a megfelel két cstucs Gssze van-e kotve.

Mivel 2(2) a kédolando objektumok szdma és 3| = 2 ezért rovidebb kodszavakkal
dolgozva nem is lehetséges az Osszes v cstcsu egyszerii graf kodolasa.

Példa. Legyen G egy e éli egyszerii graf a V = {1,2,...,v} cstucshalmazon. Ekkor
kodja lehet, hogy V' elemeit felsoroljuk és mindegyikhez kettGspont utéan felsoroljuk
szomszédait (amelyek sorat pontosvesszével valasztjuk el és ponttal zarjuk le). Azaz
¥ ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,;,.}. Példaul egy kodolt graf 1 : 2;4.2 : 1.3 : 1;5.4 :
1.5 : 3. A graf kodjanak hosszat feliilrsl becsiilhetjiik (v+2¢)(log, v+ 1)-gyel. Nagy-
sagrendileg tomorebb kodolast nem is remélhetiink, hisz a kdédolandd objektumok

szama (@) .
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1.4. Dontési problemak

Ki kell emelniink a szamitasi problémak egy fontos esetét, a dontési problémakat.
Ekkor egyetlen bitet szamolunk ki (fiiggvényiink két értéki). Azt is mondhatjuk (ez
igy szokas) hogy egy inputot vagy elfogadunk vagy elvetiink. Tehat egy eldontési
probléma azonosithatd >* egy részhalmazaval, az elfogadandé inputok halmazaval.
A szavak egy elfogadando részhalmazat nyelvnek nevezziik.

Definicié. Egy dontési probléma leirhato egy L C 3* nyelvvel. (Illetve a nyelv
értelmezhetd, mint a ,hozzatartozik-¢” déntési probléma.)

Az algoritmus fenti leirasa matematikailag nem pontos (lényegében az algoritmus
idegen szot egy ismerGsebb eljaras” szoval helyettesitettiik). Mégis, talan ravilagi-
tottunk arra, hogy egy algoritmus értelmezéséhez sok megallapodas sziikséges.

Azt is szeretnénk hangsulyozni, hogy az algoritmus statikus leirdsa mellett (amit
egy tankonyvben lathatunk) van egy dinamikus kép is (gondoljunk egy filmre, ami
azt mutatja, hogy két haromjegyt szam esetén szorzatukat kiszamoljuk): Az id6
telésével a papirunkon szamok jelennek meg, egész a szamitas végéig szervezziink
munkateriiletiinket, amikor is leallunk (példaul az eredmény kétszeres aldhtuzaséaval
jelezve a szamitas végét). A tankonyvben leirt eljarast akkor értettiik meg, ha ké-
pesek vagyunk futtani azt kiilonb6z6 inputokon. Illetve, ha jol begyakoroltunk egy
algoritmust és a matematikai és nyelvi kifejezés egy érettségi szintjét elértiik, akkor
képeseknek kell lenniink valamilyen tankonyvi leirasat adni az eljardsunknak. A sta-
tikus és dinamikus szemlélet egyiitt jar. Azért életiink/matematikai tanulmanyaink
sordn a dinamikus képpel talalkozunk elszor. Ez az az at, amit az alapmitveletek
elvégzésénél az altalanos iskola els6 osztalyaban mindenkivel kovettetnek.

2. Az algoritmus matematikai fogalma

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szédzad elsé harmadéaban alakult ki. Egyik
Osztonzdje a logika fejlédése, illetve Hilbert nevezetes problémai koziil a tizedik volt.
Ebben azt kérdezte Hilbert, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egészegytitt-
hatos polinomrdl eldonti, hogy van-e egész gyoke (Diophantikus szamelmélet alap-
probléméja). A valasz, mint késébb kidertilt: ,,nem”. Ennek igazolasa mar lehetetlen
az algoritmus fogalmanak matematizalasa nélkil.

A probléma érdekes. Az algoritmus/eljaras szavak részei mindennapi szohasz-
nalatunknak, de a matematikaban nincsenek értelmezve. Egy definici6 megadasa,
akkor sikeres, ha a matematikus tarsadalom tobbsége rabolint: ,elfogadom korrekt
definicionak”. Az a pillanat, amihez ezt kotik az Church egy el6adasa (amit 1935-ben
tartott az Amerikai Matematikai Tarsulat szamara). A felhivast, hogy az algoritmus
tézisként hivatkozzak. FErdekes megjegyezni, hogy a tézis bejelentésénél nem volt
meg a matematikusok Osszhangja. Példaul Godel nem fogadta el. Turing munka-
ja, majd az, hogy Turing, Church, Goédel és méasok probalkozasai mind ekvivalens
fogalomhoz vezetnek a tézist elfogadotta tették. Ennek ellenére, ha valami techno-
logiai attorés torténik, amely gyokeresen atalakitja a mindennapi képiinket a szami-
tas fogalmarol, akkor a tézist Gjra kell értékelni. Példaul a kvantum szamitogépek
megvalositasanak elméleti lehetGsége is felvetette a tézis vizsgalatat. Erre azonban
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nem volt sziikség, kvantum gépekkel is ugyanazon fiiggvények lesznek kiszamithatok
(amennyiben technologialilag megvalosithatok), mint klasszikus gépekkel.

Mi az aldbbiakban Turing definicijat ismertetjiik, ami taldn a legtranszparen-
sebben probalja az algoritmus fogalmat megragadni. Ez az algoritmus fogalom a
dinamikus szemléletét irja le.

“, e,

szalag, munkaszalag, outputszalag, fej. A szalagok mezdk sorozatat tartalmazzak.
A t szalag mezGi {M!}22, (azaz mih"™ az inputszalag 100 indexti/101-edik mezGje,
mpke o munkaszalag elss/0 indexti mez&je). A mezéket tgy kell elképzelni mint
egy négyzethéalds papir egy sorat, amelyik jobb iranyban végtelen. A mezdk tartalma
egy-egy karakter. Az input- és outputszalag mezdi a feladat kddolasahoz hasznalt 3
abécé elemeit tartalmazzak. Az outputszalagon egy (14j) — {ires/érintetlen karakter
is szerepelhet. A munkaszalaghoz egy I' 4bécé-t hasznélunk, emellett itt is szere-
pelhet az érintetlen karakter. Ezenkiviil (a fentiekben leirt karakterektsl kiillonboz6
,hatarolojeleink” is vannak: > és <. Ezek a szalagok , hatarmez&inek” | bevésett”
tartalma (lasd késébbi formalis leiras).

A fej a Turing-gép szalagaival szemmel, illetve kézzel kapcsolodik. A | szem”
egy mezd értékét olvassa, a kéz a latott mezot irhatja felill. A gépnek egy input-,
munka-szemmel, munka-kézzel és output-kézzel rendelkezik. Ezek helyzetét az irja
le, hogy melyik mezé felett helyezkednek el. Azaz mindegyik szalaghoz tartozik egy-
egy pozicio, amit a fej kontrolal (az inputszalag esetén ez az input-szem altal latott
mez§, a munkaszalag esetén ez a munka-szem altal latott és egyben a munka-kéz
altal irhaté mezd).

A fejnek van egy bizonyos allapota. A lehetséges allapotok egy S véges halmazt
alkotnak (S elemeit allapotoknak hivjuk, S az allapothalmaz) A konfiguracio tehét
egy n hossza input mellett egy hetes:

inputyn+1 munka oo outputy co input , munka , output
({M; 2o {M; bocos {M; i=0' P P P ,5)5

ahol M = Mpwurke = M = b M"Y = < p™t € {0,1,2,...,n + 1},
pmunka poutput eN.se S
) ) N

A mellékelt rajzon egy vizualiziciojat adjuk a Turing-gép egy allapotanak.

[>[ofol1]1]of1[o[1]o]1[1]<]

>[alv[ajw]@[a]t [s][5]5[a | [ o] - -

(>of1folt | [ S ]

1. abra. Egy képzeletbeli gép képzeletbeli allapota

Megjegyzés. Néhany fontos megallapitast kell tenniink:

1) A fej a konfiguracionak csak egy sziik részét ,latja”. Ez a két szem altal latott
mez6 tartalma és az allapota (azaz (X U {>,<}) x (' U {>,—}) x S egy eleme.
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2) Az algoritmus a konfiguraciot csak lokalisan irja feliil. A lokalitas miben létét
az alabbiakban fogaljuk 0ssze: Csak a munkaszalag lathato mezgjére lehet irni
(azt mondjuk a munkaszalag olvashato és irhato).

A szemek (és veliik a kezek) mozgasa ,folytonos”. Ez alatt azt értjiik, hogy
mindegyik szalagon az j pozicié legfeljebb 1-gyel tér el az el6z6tol.

3) Az inputszalag funkcidja csak az input tarolasa. Az outputszalag funkcioja
csak az output leirdsa. Ezt a kovetkezd megéllapodéssal garantaljuk: Az out-
puszalagra akkor irunk majd, ha a kéz egyet jobbra mozdul. Mas mozgast
nem is engedélyeziink.

Azt mondjuk: inputszalag csak olvashato, az outputszalag csak irhato.
4) A hatarolo jelek (> és <) szerepe a szemek /kezek szalag folott tartasa.

A fenti megjegyzések alapjan egy konfiguracioé valtoztatasat egy egyszerd, gy
nevezett dtmenetifiigguény irja le:

d:(BU{p,<ah) x (TU{p,—}) xS —={B,,J} xI'x{B,,J} x ({JUX) xS.

Az atmenetifiiggvény értelmezési tartomanya az 1) megjegyzés alatt leirtakat for-
malizalja.

Az atmeneti fiiggvény értékkészletében minden értéknek 6t komponense van.
Ezek rendere a kovetkezot irjak le:

[

(i) input-szem mozgasa (‘B’= bal szomszédra ugras, = maradas, ‘J’ = jobb

szomszédra ugras),
(ii) munka-kéz altal leirt karakter (a nem iras a mar ott 1évs karakter djrairésa),

(iii) munka-szem mozgasa (ami egyben a kéz mozgésa is lasd az input-szem moz-
gasara vonatkoz6 magyarazatot),

(iv) az output-kéz mozgasa és irasa egybeolvasztva (a kéz vagy marad és nem ir
(.), vagy jobbra mozog és ir egy karaktert (X egy eleme)),

(v) az uj konfiguracioban a fej allapota.

Az értelmezés utan egyszert gyakorlat x-bol kiolvasni a konfiguracio ,latott részét”,
venni az atmeniti fliggvény ezen felvett értékét és ez alapjan modositnai k-t. Az igy
kapott konfiguracié k konfigurdcic k rdkovetkezdje. A formélis leirast az olvasora
bizzuk.

Megjegyzés. Korabbi megjegyzéseink feltételként szolgalnak az atmeneti fliggvény-
re. Példaul a 4) megjegyzést kiilon feltételek fogalmazzék meg:

e Azaz 0(>, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordi-
nataja nem B.

o Azaz 0(<, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordi-
nataja nem J.
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e j(karakter,>, STATE)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy harmadik koor-
dinadtdja nem B, masodik koordinataja lényegtelen mert a hatarolo jel nem
irhato feliil, a rakovetkezd konfiguracioban a munkaszalag tartalma ugyanaz
lesz mint korédbban.

A teljes feltételrendszer felirasat nem végeztiik el. Mindenki megteheti, aki agy
érzi, hogy a formalizalas segiti megértését.

Leirunk egy specialis w inputhoz tratozé konfiguraciot. Ebbdl a konfiguraciobol
indul az w inputhoz tartoz6 szamitas.

c s

néhany elézetes megallapodas. Legyen START € S egy specialis allapot (a szamitas
kezdetét jelzd allapota gépilinknek) és legyen — egy specidlis eleme I'-nak (az iires
karakter). Legyen

Ko (w) — <{MZ”PUt ;Lz—i—ol’ {Mimunka}gim {MiOUtPUt}ZQiO’ pinput’ pmunka’ poutput’ S>,

] t tput ] t ] t .
ahol Mt — Mgunka — pevivet — o NpmPt — g NP — g (0= 1,2, ,n),

Mimun]m — Mioutput — (’l c N+>, pinput — pmunka — poutput — 0’ s = START
Ezekutan mar természetes az algoritmus futdsanak dinamikus képét leirni.

Definicid. Legyen {x;}3°, konfiguraciok azon sorozata, amelyre ko = ko(w) (az w-
hoz tartozo kezdSkonfiguracio) és ;41 = k. Ezt a konfiguracio-sorozatot az w
inputhoz tartozo futdsnak nevezzik.

3. Kiszamito és eldonté Turing-gépek

Definicié. Legyen STOP egy specialis allapot, azaz STOP € S. Ennek szerepe a
szamitas végének jelolése. A futas végtelen sorozatat bizonyos esetekben , levagjuk”.
Legyen {r;}‘_, konfigurdcick azon sorozata, amelyre ry = ko(w) (az w-hoz tar-
toz6 kezdSkonfiguracio) és k.1 = ki, tovabba ¢ = min{i : k; allapota STOP}.
Amennyiben a minimum mogdtt allo halmaz iires ¢ = oco. Ha ¢ < oo, akkor azt
mondjuk a futds véges/ledll. Ezt a futast redukalt futasnak nevezziik.

Ha w-n gépiink futésa leall, akkor ky,-ben az outputszalag tartalma a > jel utan
az output-kézig tartalmazza a kiszamitott outputot.

Definicid. Egy [ fiiggvényt kiszamit egy T Turing-gép, ha minden w € X* esetén
leall a Turing-gép és a kiszamitott érték f(w).

Masképpen is fogalmazhatunk.
Definicié. Minden 7' Turing-gép kiszamol egy fr : ¥* — 3* U {oo} fiiggvényt.
w € X" esetén fr(w) = 0o, ha a futas nem véges, mig a kiszamolt érték, ha a futas
véges w-1.

T akkor szamol ki egy f fiiggvényt, ha f = fr.

Definicié. Eldontési feladat megoldasara szolgald Turing-gép esetén az outputsza-
lag egyetlen bit leirdsara szolgal. A definici6 egyszertisithet: A STOP alapotot
helyettesitsiik ELFOGAD és ELVET éallapotokkal. Ebben az esetben az outputsza-
lagra nincs sziikségiink. Dontési feladatoknél ezzel a modellel dolgozunk, ezt eldontd
Turing-gépnek nevezzik. Ekkor a futas akkor és csak akkor &ll le, ha ELVET vagy
ELFOGAD allapotba kertil.
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Definicié. Egy eldont6 T Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén ELVET éllapottal all le
a gép. (Specialisan minden inputon leall a gép.)

Megemlitiink egy tovabbi lehetGséget az elfogadas/elvetés , kodolasara”.

Definicié. Egy eldonté T Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha minden w € L
esetén ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén nem all le.
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