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Ebben az el6adasban az eddig megismert bonyolultsagi osztalyok hierarchiajaban
helyeziink el ismert matematikai problémakat.

1. D-n kivul

Enlitettiik, hogy a bonyolultsagelmélet téméaja a D-beli nyelvek vizsgéilata, dsszeha-
sonlitasuk, bonyolultsig szerint struktiaralasuk. A D-n kiviili nyelvek is igen aktivan
vizsgaltak. Kutatasuk modszerei és motivacidja inkabb a matematikai logikahoz kot-
heté.

Egy 14j probléma esetén az els§ kérdés (dontési problémak esetén), hogy D-hez
tartozik-e. Nagyon sok matematikailag fontos, kdzponti kérdés esetén kideriilt, hogy
nem D-beli kérdésrél van sz6. Egy ilyen matematikai tétel jelentése az, hogy amig
a Church-tézis jol leirja a kiszdmithatosag fogalméat, addig tudjuk, hogy a probléma
altalanossdgban szamitogéppel NEM kezelhets. Természetesen specialis inputokra,
kiilonbozo feltételek mellett elképzelhets a kiszamithatosidg. Ilyen probléméknal a
matematikai kutatasoknak ebbe az irdnyba kell tartaniuk.

Most néhéany ilyen probléméat sorolunk fel. Az elsé Hilbert X. problémaja. Ennek
torténeti jelentGsége van. Ez nagyban hozzajharult a kiszamithatosag fogalméanak
tisztéazasahoz, ami elvezetett a Turing-gép definicivjahoz.

Példa (Hilbert X. Problémaja). Legyen
DIOPHANTOSZ = {[p(z)] : p € Z[x1, 2, ...,x,], p-nek van egész gyoke}.

Hilbert probléméajanak modern értelmezése, hogy DIOPHANTOSZ nyelv D-hez
tartozik-e. (A probléma kittizésének idejében D fogalma még nem sziiletett meg.) A
klasszikus nyelven a probléma az, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egész
egyiitthatos polinomrél eldonti, hogy van-e egész gycke.

Két lehetSség volt. Vagy valaki ad egy algoritmust, ami megoldja Hilbert prob-
lémajat (azaz DIOPHANTOSZeE D), a metematikusok kozossége pedig megérti,
ellendrzi és elfogadja az algoritmust. A masik lehetGség: nincs ilyen algoritmus.
Ebben az esetben ezt bizonyitani kell. Ez nem megy D definici6ja nélkil. Kideriilt,
hogy a méasodik lehet&ség az igazsig.

Hilbert X. problémajanak megoldasanak torténete: 1900 Hilbert el6adja a prob-
léemat, 1935 Church megfogalmazza a Church-tézist, 1936 Turing bevezeti a Turing-
gép fogalmat, 1950-es és 60-as évek a diophantikus halmazok bevezetése és vizsgalata
Davies és Robinson vezetésével, 1970 Matijaszevics megteszi az utolso (legnehezebb)
lépéseket, bebizonyitja, hogy DIOPHANTOSZ nem tartozik D-hez.

Természetesen DIOPHANTOSZe S (miért?).

Egy véltozo illetve linearis eset konnyen megoldhat6é. A kvadratikus kétvaltozos
eset is megoldhato, de mar komoly szamelméleti vzisgalatok sziikségesek.
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Példa (Turing megallasi problémaja). A fenti matematikai motivacioja problema
csolatos. Be is bizonyitjuk eldénthetetlenségét. A példa Turing nevéhez fiizodik, az
els6 kiszamithatatlansagi eredmény.

Definicié.

MEGALLAS = {[T,w] : T leall w-n, azaz STOP
vagyis ELVET/ELFOGAD allapotba keriil}.

1. Tetel (Turing-tétel). (i) MEGALLAS € S,
(ii) MEGALLAS ¢ D.

Bizonyitas. A tétel elsé része kovetkezik az univerzalis Turing-gép lefrasabol. A
szimulalo gép leallasat tgy kell modositani, hogy ne a ledlld allapotnak megfelels
allapotba jusson, hanem a leallas tényét bejelentd ELFOGAD allapotba kertiljon.

A maésodik allitas bizonyitasa indirekten torténik, azaz tegyiik fel, hogy létezik [
Turing-gép, amely eldonti a MEGALLAS nyelvet. Tovabbiakban az indirekt feltevés
I gépére alapitva egy kissé modositott gépet irunk le.

Definicié. Legyen I egy Turing-gép, amely eldonti, hogy ¢ input koédol-e Turing-
gépet. Amennyiben nem a gép ELVET allapotba keriil. Amennyiben i = [T'] az
I MEGALLAS nyelvet eldonts Turing-gépet futtatja (i,7)-n. Ha a futtatas ELFO-
GAD allapottal ér véget, akkor jobbra-balra 1épegets végtelen ciklusba megy ét, ha
ELVET allapottal ér véget, akkor STOP allapottal leall.

Keérdés: Mit csinal 1 gép ﬁ |-n? Azaz mi torténik, ha a sajat kodjan futtatjuk
az [ gépet?

A definici6 alapjan ,kibontja magat", és a MEGALLAS nyelvet eldénts géppel
eldonti, hogy a megadott inputon (ami esetiinkben sajat kodjan) hogyan dolgozik.
Ha I ELFOGAD allapotba keriil (a I gép [I]-n megall), akkor nem 4ll le (marmint
I az [T]-n), és ha I ELVET allapotba keriil (a I gép [I]-n nem all meg), akkor leall.
Mindenféleképpen ellentmondasra jutunk. |

A bizonyitas lényege hasonlit Cantor bizonyitasara, hogy [0, 1] nem felsorolha-
t6/megszamlalhatoan végtelen halmaz (atlos modszer), csak ebben az esetben sza-
mok és sorszamok helyett gépek, illetve inputok kodjai szerepelnek.

Példa (Széprobléma). SZOPROBLEMA inputja tartalmaz egy G csoportot. G-re
multiplikativ irasmédot hasznalva hivatkozunk. Miel6tt leirnank a teljes probléméat
tisztdznunk kell, hogyan kodolhatunk csoportokat?

Egy lehetséges megoldast ad a kombinatorikus csoportelmélet. Legyen G egy
csoport egy B generatorhalmazzal. Ekkor B elemeibdl kifejezéseket épithetiink fel,
amik a csoport egy-egy elemét irjak le. Ha B = {a,b, c}, akkor abbaca™'ba™! egy
ilyen kifejezés. 1, az el6z6 bettikészletbdl felirt iires szorzat is egy kifejezés, ami
a csoport egységelemét irja le. Tehat a kifejezéseink, szakzsargonnal szavaink, B
elemeibdl és B elemeinek inverzébdl szorzasokkal felépitett kifejezések. Persze kii-
16nb6z8 szavak irhatjak le ugyazt az elemet. A csoportszamtan garantalja, hogy

aa~'b és b ugyanazt az elemet irja le.



Egy sz6 elemi egyszeriisitése az zx ™!, illetve 2712 egymasutani két karakter ki-
huzasa. Ha egy wy, wq, ws, . .., w, szosorozatban barmely két egymasutani sz6 koziil
egyik a masik elemi egyszertisitése, akkor a sorozat barmely két eleme ugyanazt a
csoportelemet irja le. Azt mondjuk w; és w, ekvivalens. Ez egy ekvivalenciarela-
ci6 a B-bdl felirhatoé csoportkifejezések halmazan. Az ekvivalenciaosztalyok kozott
konnyt szorzast, inverzet, egységosztalyt definialni. Igy egy csoporthoz jutunk. Ez
a B generatorhalmazhoz tartozo ,leghévebb" generalt csoport. A neve a B altal
szabadon generalt csoport.

A B altal szabadon generalt csoport esetén konnyt tervezni egy algoritmust,
amely két adott szorol eldonti, hogy ugyanazt a csoportbeli elemet irjak-e le. Joval
altalanosabb csoportok is leirhatok a fenti modszer altalanositasaval: Adjunk meg
elemi egyszeriisitésekkel (és persze elemi bonyolitédsokkal) nem levezethetd szoegyen-
16ségeket. Ha ilyen Osszefiiggések egy halmazat adjuk meg, akkor ehhez is tartozik
egy csoport: az elemi egyszertisités/elemi bonyolitas fogalmat ki kell terjeszteni az
egyenlGség egyik oldalan szerepld kifejezés atirasaval a masik oldalon szerepld kife-
jezésre. Igy ha adott egy B halmaz és T egyenlSségek egy halmaza (ezek bal és jobb
oldalan egy-egy sz6 szerepel), akkor egy G = (B;T') csoportot irtunk le.

Amennyiben B és T véges az igy leirt csoportok a végesen prezentalt csoportok.
Példaul (a, b; ab = ba) egy csoport. Kénnyen ellendrizhets, hogy ez (Z,+) x (Z,+).

Ezekutan a probléménk: Legyen adva egy B véges generatorhalmaz, egy véges
T osszefliggés halmaz (igy adva van egy G = G(B;T') végesen prezentalt csoport).
Adott még két B-re épitett sz6. Dontsiik el, hogy azonos csoportbeli elemet irnak-e
le.

Definicié.

SZOPROBLEMA = {[B,T;w; = w,] : a (B;T) csoportban

a wy és we csoportelemek megegyeznek }
A probléma eldonthetetlen,
SZOPROBLEMA ¢ D.

azaz

[gazabol 1étezik olyan egyetlen végesen generélt csoport, amely olyan komplex,
hogy az erre vonatkozd szoprobléma (a csoport most nem része az inputnak) is
eldonthetetlen.

Példa (Homeomorfizmus probléma). HOMEOMOREF inputja két topologikus tér.
Azt kell eldonteniink, hogy homeomorfak-e.

[smét a lényeges kérdés: Hogyan kodolunk topologikus tereket? A legegyszeritibb
megoldas a rekurzio: Egyszerd, jol ismertnek vett topologikus terekbdl egyszert
operéaciokkal felépitiink" tovabbi, bonyolultabbakat. Talan a legkombinatoriku-
sabb lehet&ség, ha szimplexekbdl indulunk ki. Szimplexek a pontok, szakaszok,
haromszogek, tetraéderek. Ezek pontosan a legfeljebb hdrom-dimenziés szimplexek.
Minden d természetes szam esetén definidlhat6 egy d-dimenzids szimplex, példaul a
R? origdja és e; standard baziselemeinek konvex burka. A felépités lehet a lap-menti
ragasztas. A Konnyd igazolni, hogy csak a kiindulé szimplexek dimenzidja és a
ragasztasnal hasznalt lapok ismerete elég a leirt topoldgikus tér homomorfiatipusa-
nak ismeretéhez. Ennek leirasahoz a szimplexeket és lapjaikat azonositjuk csicsaik
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halmazaval. A szimplicidlis komplexus egy halmazrendszer lesz egy véges V' hal-
maz felett. A szimplicialis komplexus egyetlen tulajdonsaggal jellemezhets: minden
hozzatartozé halmaz sszes részhalmaza is hozzatartozik (egy szimplex csicsainak
tetszbleges csticshalmaza egy jol meghatarozott lapja — ami szintén egy szimplex
— csticshalmaza).

A HOMEOMORF probléma (pontosabban a SZIMPLICIALIS-KOMPLEXU-
SOK-HOMEOMORFIZMUSA probléma) nem eldénthets. Azaz

HOMEOMORF ¢ D.

Példa (Post megfeleltetési problémaja). A POST probléméaban adott 3 véges
abécé. Az input egy dominé készlet: Véges sok dominétipus, ahol egy tipus egy also
és egy fels6 minta, ami egy-egy >*-beli sz6. Minden tipusbdl végtelen sok dominénk
all rendelkezéstinkre. Azt kell eldonteni, hogy ki tudunk-e rakni domindinkbol egy
sort ugy, hogy az also és fels6 mintak Osszeolvasva (konkatenélva) ugyanaz a szot
adjak.

A probléma a mi elemi targyalasunk helyett a félcsoportok nyelvén is elmondhato.
Az irodalomban legtobbszor félcsoportokra vonatkozo problémaként ismertetik ezt
a nyelvet.

A probléma nem eldonthetd.

POST ¢ D.

A kurzus tovabbiakban részében a D halmaz nyelveivel dolgozunk. Célunk az
eldontési problémék Osszehasonlitasa, a dontési feladatok nehézségének mérése.

2. EXPSPACE-ben

Példa. IDEAL-ELEM-TESZT inputja egy végesen generalt ideal a Q[x1, o, . . ., )
polinomgytrtiben és egy p polinom. Az idedl g1, ¢s,..., gy generalé polinomokkal
adott. A kérdés, hogy p az idealhoz tartozik-e.

Konnyt leirni az idealt: az o191 + asgs + ... + anygy alakt polinomok, ahol az
«; egylitthatok is polinomok. Hogy egy hatékony nem-determinisztikus algoritmust
adjunk ez alapjan kellene egy becslés az idealhoz tartozast bizonyité egyiitthatokra
(fokaikra és egyiitthatoikra). Ez nem egyszert.

A Grobner-bazisok elméletén alapulva EXPSPACE bonyolultsdgn algoritmus
adhato a probléméra. Azaz

IDEAL-ELEM-TESZT € EXPSPACE.

Példa. IDEAL-TELJESSEG inputja egy végesen generalt ideal a Q[z1, s, ..., 2]
polinomgytrtiben. Az ideal g1, ¢gs, ..., gy generdld polinomokkal van leirva. A kér-
dés, hogy az ideal a teljes gytirt-e, azaz 1 az idealhoz tartozik-e.

Ez nyilvan az el6z6 probléma egy specialis esete. Bonyolultsédga legfeljebb akkora
mint az elézd kérdésé. A Grobner-bazisok elméletén alapulva PSPACE bonyolult-
sagu algoritmus adhat6 a probléméara. Azaz az algoritmuselmélet ki tudja hasznélni
a specialitasat a problémanak (az el6z6 kérdéshez képest).

IDEAL-ELEM-TESZT € EXPSPACE.

4-4



Példa. SLIDING-BLOCK-PUZZLE inputja egy n x m tablazatban (mint alappé-
lyan) elhelyezett egyméast at nem feds téglalapok. A téglalapok a palyat nem fe-
dik le teljesen, igy lehetGség van tologatasukra. El kell donteniink, hogy az in-
put/kiindul6 konfiguraciobol tologatasokkal el tudunk-e jutni egy célkonfiguracioba.
Azaz elérhets-e egy célkonfiguracio-halmaz egy eleme (mondjuk az egyik téglalapot
egy adott pozicioba vihetjiik-e)?

1. 4bra.

Konnyd becsiilni a megfelel6 konfiguracio-graf méretét és ez alapjan igazolni,

hogy
SLIDING-BLOCK-PUZZLE € PSPACE.

3. N'P-ben

Példa. HAMILTON probléma inputja egy graf. El kell donteniink, hogy van-e benne
Hamilton-kor.

Formalisan:
Definicié. HAMILTON={[G] : G egyszert grafnak létezik Hamilton-kore}

Igen valasz esetén a tantszalagon elvarhatjuk a csicsok egy olyan felsorolasat,
ami egy Hamilton-kor bejarasabol nyerhets. Ellendriznlink kell, hogy az egymaés-
utani csicsok szomszédosak a grafban és az elsd, illetve utolsd csiics is 6sszekotott.
Ellendrizni kell azt az ,igéretet" is, hogy minden cstcsot pontosan egyszer soroltunk
fel. Tezteink nyilvan polinomialis id6ben megvalésithatok. Ha ezen tesztek mind-
egyike stimmel, akkor a tand bizonyitja, hogy inputgrafunkban van Hamilton-kor.
Masrészt nyilvan minden Hamilton-korrel rendelkezd grathoz talalhato bizonyito ta-
nu. Kaptuk, hogy

HAMILTON € N'P.

coN P-beliséghez a Hamilton-kor hidnyat kellene hatékonyan megindokolnunk.
Konnyt egy polinomialis Turing-gépet tervezni, ami teszteli, hogy a tantszalag tar-
talma egy U cstiicshalmaz-e és G — U komponenseinek szama nagyobb-e mint U
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elemszama. Ha igen, akkor biztosak lehetiink, hogy gréafunkban nincs Hamilton-
kor. Valoban U elhagyasa utan a Hamilton-kér megmaradt ivei garantalnak, hogy
|U|-nal nem t6bb komponensiink van. A fent leirt gép azonban NEM bioznyita a
HAMILTON nyelv coN Pbeliségét. Nem igaz, hogy Hamilton-kor hianyat ilyen mo-
don biztos igazolni tudjuk. A Petersen-grafban nincs Hamilton-kor. A fenti gép nem
fogadna el.

Igazabol nem ismert, hogy HAMILTON a coN P nyelvhez tartozik-e.

A Hamilton-kor probléma NP egy ,nehéz" paldanya. Ezt a matematikailag pon-
tatlannak ting allitast a késébbiekben pontosan megfogalmazzuk es bebizonyitjuk.

*
Definicié. FAKTORIZACIO= {[(n,t)] : n-nek van t-nél kisebb valédi osztoja}.

A FAKTORIZACIO egy szamelmélethez kapcsolodé nehéz nyelv. A nehéz jelzs
a tobb évszazados vizsgalatokon alapul, matematikailag bizonyithaté nehézség nem
ismert. Azaz a jelz6 egy ,hit". Korunk tobb titkosito algoritmusa esetén az, hogy
meghizunk benne, ezen a hiten alapul.

4. P-ben

Példa. TELJES-PAROSITAS-TESZTELES inputja egy egyszerti graf. El kell don-
teniink, hogy az input tartalmaz-e teljes parositast.

Az input koédolasat nem targyaljuk. Azonban azt megjegyezziik, hogy a fenti
értelemben v, a csucsszam is vehet$ az input méretének (kodja hossza helyett).

ElGszor egy nemdeterminisztikus algoritmust irunk le. A nemdeterminizmus méa-
sodik értelmezéset hasznéljuk. Azaz egy tanuszalag tartalma segitségével dontiink
az elfogadasrol. A taniszalag tartalma cstcsparok egy M halmaza lesz.

A T gép azt teszteli, hogy a cstcspéarok éllel 6sszekotott parok-e, és minden csics
pontosan egy parban szerepel-e. Ha mindkétszer igen a valasz, akkor ELFOGAD
allapotba keriiliink. Ha valamelyik teszten elbukik a tanu, akkor NEM-STIMMEL
allapotba keriiliink.

Egy teljes parositas létezése esetén konnytd bizonyité tanit megadnunk. Ha nincs
teljes parositas, akkor mindegyik tana elbukik.

A tesztek polinom idben kénnyen elvégezhetsk. Igy kaptuk, hogy

TELJES-PAROSITAS-TESZTELES € N'P.

A feladatunk nem annyira egyszeri, ha a teljes parositas nem létét szeretnénk
nem determinisztikusan bizonyitani. Tutte-tétel ismeretében azonban ekkor is egy-
szeri dolgunk van: A tanuszalag tartalma legyen egy T ponthalmaz. A gép azw = G
graf és 7 = T ponthalmaz esetében meghatarozza G —T" komponenseit, megszamol-
ja paratlan pontszamuakat és ezt a szamot Osszehasonlitja |T'|-vel. Amennyiben 7'
elemszama kisebb a paratlan pontszami komponensek szamanél a gép ELFOGAD
allapotba keriil (a komplementer nyelvhez definialjuk a gépet; az elfogadas azt jelen-
ti, hogy a komplementer nyelv eleme, azaz nincs benne teljes parositas). Valoban T
bizonyitja ezt: G — T minden paratlan pontszami komponensében lesz olyan cstcs,
ami a komponensen beliilr6l nem kaphat part (nyilvanvalo szamelméleti okok miatt).
Ezek a csucsok csak T-beli parral rendelkezhetnek. A teljes péarositashoz azonban
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nincs elég csics T-ben. Gépiink minden méas esetben NEM-STIMMEL éallapotba
keriil. A gép polinomiélis megvalésithatosaganak igazolasa az olvaséd feladata. Az
algoritmus korrektsége (G-ben akkor és csak akkor nincs teljes parositas, ha alkalmas
T tant ezt bizonyitja) éppen Tutte-tételének allitasa. Igy kapjuk a kovetkezot

TELJES-PAROSITAS-TESZTELES € coNP.

Az Edmonds-algoritmus Turing-gép megvalositasa egy polinomialis algoritmus.
Ez (az igen Osszetett) algoritmus az el6z6 két eredménynél erésebb allitashoz vezet:

TELJES-PAROSITAS-TESZTELES € P.

Példa. PRIM-TESZTELES probléma inputja egy n pozitiv egész (mondjuk 10-es
szamrendszerben kodolva). El kell dontentink, hogy prime-e.

A PRIM-TESZTELES-sel kapcsolatban az egyszerii feladat a nem primség bizo-
nyitasa. Ehhez csak egy valodi osztot kell el6hoznunk taniként. Konnyt ellendrizni
az oszthatosagot (és a valodisagot is). Kapjuk, hogy

PRIM-TESZTELES € coNP.

A primség N P-bizonyitasa mar fogésabb kérdés. Paros szdmok esetén konnyd
dolgunk van, a ,primség" megegyezik a  kettével egyenls" fogalommal. Feltehetd,
hogy n péaratlan. Konnyt latni, hogy n akkor és csak akkor prim, ha (Z, — {0}, )
egy ciklikus csoport, azaz alkalmas 1 < g < n szdmra a g, g%, ¢°,..., 9" ' Z, — {0}
elemeit sorolja fel ( mod n aritmetikdban szamolunk). Koénnyt latni, hogy ez ek-
vivalens azzal, hogy a sorozatban ¢"~! az els6 1 érték. Persze ha ¢" ! = 1, akkor
g” = 1 esetén v|n — 1. Tehat, ha a g hatvanyai kozott a g"~'-nél korabbi 1-es elfor-
dulast ki akarjuk zarni, akkor elég ¢" /P értékeket ellenérizni. Ha ezek egyike sem 1
(¢"~! =1 mellett), akkor g bizonyitja (Z, — {0}, ) azon tulajdonsagéat, ami mellett
biztosak lehetiink n primségében. A tantszalagra g-t nem elég felirnunk. Sziiksé-
giink van n — 1 primtényezéire is. Igy elvarjuk, hogy a tantiszalagon ott legyen n — 1
primtényezés felirasa is. Azt konnyi ellenérizniink, hogy a felsorolt szamok (mul-
tiplicitasukkal) Osszeszorozva n — l-et adjak. Az algoritmus korrektsége azonban
azt jelenti, hogy nem lehet  hamis tantukat ela’llitani". Hogy ebben bizonyosak le-
gyiink, azt is tudnunk kell, hogy a tantiszalagon felirt primtényezék valoban primek.
Ehhez meg kell kovetelniink, hogy n — 1 primosztéirdl a fent leirt sémat rekurzi-
ven alkalmazva bizonyitast lassunk prim mivoltara (igy persze csak a paratlanokkal
van gondunk). Azaz mindegyik p-hez kell egy g, szam és p — 1 primtényezss fel-
bontasa. Az input szalag tartalma egy primséget allito tétel. A tanuszalag tételek
(lemmak, segédlemmaék, ...) sorozatat adja. Ezek az allitasok egy fastrukturaba
rendezhet6k. Az input n szam (a f6tétel) a gyokérrel van kapcsolatban. Ez alatt
vannak n — 1 paratlan primosztoira vonatkozé lemmék. Ezek mindegyikének értéke
legfeljebb n — 1/2. Azaz a fa mélységére az input hoszaval aranyos fels6 becslést
adhatunk. Minden szinten a szerepls szamok szorzata n-nél kisebb. Igy a sziikséges
tant hossza is kezelhetd, az elfogadéas polinom idében megtehets, azaz

PRIM-TESZTELES € NP.
Agrawal—Kayal—Saxena-primteszt a kivetkezd tételhez vezet:

PRIM-TESZTELES € P.
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dik, az okori matematikdhoz kapcsolodik. Az N'P-beliség Pratt 1975-ben publikalt
eredménye. A polinomialis algoritmus a 2002-es bejelentés utan 2004-ben jelent meg
a matematika egyik legrangosabb folyoirataban.

Példa. LP-TESZTELES probléma inputja egy A, matrix és egy by,»1 (oszlop)vek-
tor. Kodolhatosagi megfontolasokbol racionélis szémok f6lott dolgozunk. El kell
dénteniink, hogy az Az = b egyenletrendszernek (x = (21, 9,...,2,)7) van-e nem
negativ megoldasa.

Valojaban az egészek felett is dolgozhatunk. Az inputban szerepld szamok neve-
z6inek legkisebb kozos tobbszorosével megszorozhatjuk egyenleteinket. Az eredetivel
ekvivalens egyenletrendszer egyiitthatoi lefrasanak osszhossza az eredeti inputméret
polinomjéaval (négyzetével) becstilhetd.

Az N'P-beliség egyszertinek tiinik. A tantiszalagra fel kell irni egy megoldést.
A gép csak ellendrzi ezt. A probléma, hogy az ellenérzés csak a tantszamok mére-
tében lesz polinomialis (szemben az inputszamokkal). Azaz vigyadznunk kell, hogy
tantink ne legyen lényegesen hosszabb az input méreténél. Ilyen tant létezik. Ennek
indoklasat itt nem végezziik el.

LP-TESZTELES € NP.

Egy egyenletrendszer nem negativ szamok korében valé meg nem oldhatosigéara
ismertetiink egy modszert. Az egyenleteink szamszorosa, ezek Osszege a kiindulo
rendszer egy kovetkezménye. Ha ezt a kovetkeztetést tgy végezziik, hogy a bal
oldalon szerepld kikombinalt linearis kifejezésben minden egyiitthaté nem negativ
legyen, mig a jobb oldalon egy negativ szam adddjon, akkor nagyon transzparens
lesz, hogy a kovetkeztett egyenletnek nincs nem negativ megoldasa. Igy az eredeti
egyenletrendszernek sincs. Az elz6ekben nem ismertetett gondolatmenethez hason-
l6an beladthato, hogy a bizonyité kovetkezmények kozott olyan is van, ami kezelhetd
egyiitthatokkal kikombinalhato. Igy a tantszalagrol leolvashato és tesztelhetd po-
linomialis id6ben. A fent ismertetett stratégia akkor vezet NP algoritmushoz, ha
igaz, hogy nem megoldhat6 inputrendszer esetén ilyen bizonyitas is talalhato ré. Ez
a jol-ismert Farkas-lemma. Tehat

LP-TESZTELES € coNP.

Jelenleg t6bb olyan lineéaris programozasi algoritmus is van, ami polinomialis
idében fut. Azaz
LP-TESZTELES € P.

Megjegyezziik, hogy az LP-TESZTELES a linearis programozas optimalizala-
si probléma egyik dontési véaltozata. NP-belisége klasszikus becsléseken alapul.
coNP-belisége a Farkas-lemmén alapul, amit 1902-ben publikalt Farkas Gyula. A
LP optimalizalas mind a mai napig iinnepelt szimplex algoritmusat 1947-ben jelent
meg (Dantzig). 1972-ben Klee és Minty bizonyitotta hogy az algoritmus nem po-
linomiélis (valojaban exponencialis futasi idej). Az els§ polinomialis algoritmust
Kachian adta 1979-ben.
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5. NL-ben

Példa (Iranyitott elérhetdség).

Definicié. st-ELERHETOSEG= {[G,s,t]: s,t € V(G), létezik st at} C O*.

A fenti definicioban szerepl6 nyelv a matematikailag leirt harmasok kodjait tar-
talmazza. A kodolast azonban nem részleteztiik. Ez a matematikai ,pongyolasag"
technikai részletek /megallapodasok hosszadalmas leirasat hagyja ki. A megallapo-
dasokban 1évG esetlegességek lényegtelenek. A | természetes" kodolasok mind megfe-
lelsk. Nézziink néhany lehetéséget egy G egyszeri graf (|[V(G)| = n, az input graf
csucsszama) kodolaséra:

[G], a szomszédsagi matrix sorfolytonos elolvasasa (X = {0,1}). G kodjanak
hossza n?.

Egy kicsit sporolhatunk, ha csak a f6atlo feletti elemeket olvassuk el. Ekkor
a kod hossza (;) = %nQ — %n lesz. Mindkét esetben a cstcsok a matrix soraival
azonositottak. Azaz az i-edik sorral azonositott cstics neve/kodja lehet i vagy i — 1.
Ezt a szamot kodolhatjuk a kettes szamrendszerbeli alakjéval. Technikailag jobb
megallapodas, ha mindegyik cstcs kodja ugyanolyan hosszt. Ekkor a kodok [log, n|
hosszu 0-1 sorozatok, az el6bbi kettes szamrendszerbeli felirasok 0-kkal kiegészitve
az elején.

Egy masik lehetséges kodolés egy csticsot egy [log, n] hossza 0-1 sorozattal ir le
és minden csucs kodja utan ;" jelet kovetve a szomszédjai sorozatat sorolja fel (az
elemek ,," jelel elvalasztva, a teljes sor ;" jellel lezarva). Az Gsszes csiics — mind-
egyik kovetve a szomszédai listajaval — sorozata adja a teljes kodot. (A felhasznalt

abéceé {0,1,:,; }U{,}.) Ennek hossza

Y (Nogyn] + 1+ d(v)([logyn] + 1)) = n([logy n] +1) + 2| E(G)|([logy n] +1).
v:weV(Q)

Egyszert grafok esetén n pontu grafok kozott a leghoszabb kéd nagysagrendileg
n?log, n hosszt. Kevés élii grafoknal ez nagysagrendileg kevesebb mint n?. Sok éld
grafoknal nagysagrendileg elhanyagolhaté a tobblet.

Ami kozos, hogy a kddszo hossza polinomiélis n-ben. Egy cstucs kodjanak hossza
O(logn). Azaz a kod hosszaban polinomialis, logaritmikus, exponenciélis az ugyan-
az mint n-ben polinomialis, logaritmikus, exponencialis. Egy n ponti egyszert graf
kodjanak mérete a bonyolultsagelmélet szempontjabol tekinthetd n-nek. Habér ez
nem a kod mérete. Egy logaritmikus tarat hasznal6 algoritmusra tekinthetiink ugy;,
mint egy olyan eljarasra, amely munkaszalagja a csticsok szamanak és még — mond-
juk — 100 cstucsnak tarolasara alkalmas hellyel rendelkezik.

2. Tétel. st-ELERHETOSEGe NL.

Bizonyitas. st-ELERHETOSEGE NL. Az NL-beliséget bizonyité Turing-gép
csupan két cstics nevét és egy szamlalot tarol. |V(G)| = n a szamlalo hatarsza-
ma, ha a szamlalo ennél tobb lesz, megszakitjuk a gép futasat és NEM-STIMMEL
allapotot adunk ki. A szamlalé egy iranyitott séta altal meglatogatott cstucsok sza-
méat tarolja, ha ennyi 1épésbdl nem érjiik el a kijel6lt cstucsot, akkor az nem érhetd
el a kiindulasi helyrsl.

A Turing-gépet a nemdeterminisztikus gépek els6 definiciojaval konstrualjuk. A
gép az alabbi mitiveletsort hajtja végre a (G, a, z) inputon.

4-9



1. Bemésolja a-t a munkaszalagra elejére v «— a.
2. A szamlalot O-ra allitja.

3. A munkaszalagra v a mogé felirja a kovetkezének elért vt cstcsot (ez egy
nem-determinisztikus tippelés).

—
4. Ellen6rzi, hogy létezik-e vo™ él. Amennyiben nem, ugy NEM-STIMMEL ered-
ményt, ad. Ha igen, akkor az v cstcs helyére bemasolja a v™-t, 1-gyel megnéveli

a szamlalot.

5. A szamlalot Osszehasonlitja n-nel.

6. Ha a szamlal6 nagyobb mint n, akkor a gép NEM-STIMMEL eredménnyel
leall.

7. Ha a szamlal6 nem nagyobb mint n, akkor megnézi, hogy a eredeti helyén
allo cstucs z-e. Ha igen, akkor ELFOGAD allapottal leall. Ha nem, akkor a
harmadik 1épéshez tér vissza.

Nyilvan az algoritmus tarigénye 3 - [log, |[V||, amennyiben binaris abécé-t haszna-
lunk. Az is egyszeru:en latszik, hogy pontosan az elfogadandé inputok esetén van
ELFOGAD alpotba vezets futas, akkor egy aZ 1t pontjait kell sorban megtippelni
a gépnek a harmadik 1épések soran. |

6. Hierarchia tételek

A fentiekben konkrét problémék bonyolultsagara adtunk felss becslést. Ez egy algo-
ritmus megadésaval torténik. A fenti érvelések korabbi algoritmusok elGhivasa alap-
jan torténtek. Ezen algoritmusok ismertetése a legkiilonb6zébb kurzusokon tortént
meg: algoritmuselmélet, kombinatorika, diszkrét matematika, algebra, numerikus
analizis, operaciokutatés, analizis, optimalizalas. . .

Jo lenne az algoritmusok altal adott fels§ becslést alsé becsléssel parositani. Saj-
nos ilyen matematikai tételek egyelére elérhetetlennek tiinnek. Egy alsé becslés arra
is alkalmas, hogy két boznyolultsagi osztaly kozott valodi tartalmazast igazoljon.

A Cantor-féle atlos modszer alkalmazhato szeparacios tételek igazolasara. Mi
csak két tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil.

3. Tétel. Legyen s(n) egy szép tar-fiigguvény, és s(n) eqy figgvény, amelyre
S(n)/s(n) = oo,
ha n — oo. Ekkor
UaenSPACE(as(n)) C UpenSPACE (as(n)).
4. Tétel. Legyen t(n) egy szép tar-fiigguény, és t(n) egy figgvény, amelyre
t(n)/t(n)logt(n) — oo,
ha n — oo. Ekkor

UaenT IME(at(n)) C UgenTIME (at(n)).
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5. Kévetkezmény. Az

LCNLCPCNPCPSPACE

tartalmazds elsd €s utolso osztdlya biztos nem egyenld. Azaz a szomszédos osztdalyok
valamelyikének pdrja két kilonbozd osztdlyt alkot.

Konkrétan bizonyitani egy szigoru tartalmazast valamelyik szomszédos bonyo-
lultsagi osztalyparra, az hatalmas attorés lenne a bonyolultsdgelméletben.
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