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1. SAT és halézatok

Emlékeztets. L € P akkor, ha létezik {C,,} halozat-sorozat, amely
(i) m inputbitbdl szamol ki egyet,
(ii) cstcsainak szama/mérete kisebb, mint p(n), valamely p polinomra,

(iii) a halézat input bitjei ¥¥ elemeit kodoljak (n = (log, |X|) - v, w € X" input
esetén w kodja legyen [w!), tovabba w € L akkor és csakis akkor, ha C,,(fw!) =
1, azaz C, az w kodjan az elfogadast /elvetést kodolo bitet szamolja ki,

(iv) C, L-ben megkonstrualhato 1™-bdl.

Megjegyzés. A visszafele irany is igaz. Azaz, ha az L nyelvhez van fenti tipusi
hélozat, akkor w-bol felithaté az w-t kodold bitek, ha ezek szama v, akkor C), a
halozatot is ki tudjuk szamolni, végiil értékelni. Az eredd eljaras mutatja, hogy
LeP.

Definicié. L € premuniform akkor és csakis akkor, ha (i)-(iii) igaz. Azaz P fenti
leirasabol csak a haldzat-sorozat ,,uniformitasat” nem koveteljiik meg.

Megjegyzés. A Prem-uniform pvelyosztaly ,,furcsa” az eddigiekhez képest. Nincs ben-
ne az eddig ismert legb&vebb kiszamithatosdggal kapcsolatos osztalyban, S-ben,
azaz a felsorolhatd nyelvek osztalyaban.

S ODDDEXPSPACED...ONPDOP...
g

Pnem—uniform

Vegyiink egy B C N bonyolult (nem felsorolhat6) halmazt. Legyen L := {1°:
¢ € B}. L nyilvan nincs benne S-ben, hiszen ha ezt a halmazt fel tudnank sorolni,
akkor B elemeit is felsorolnank.

L C {0,1}* benne van Prem-uniform_han: Keétféle inputméret van, B-beli és nem
B-beli. Egyik inputmérethez semmit sem kell elfogadni, mert olyan hosszban nincs
semmi a nyelvben, a mésik inputméret pedig olyan, hogy csupa egyes inputot kell
elfogadni. Az elsé esetben halozatunk, ez az elsé valtozot és negaltjat ES-sel koti
Ossze. A masodik esetben a hélozat az Osszes valtozot ES-sel koti ossze. Eszreve-
hetjiik, hogy a kétféle halozat énmagaban nagyon egyszeri (mérete polinomidlis,
s6t lineéris), de nagyon bonyolultan, rapszodikusan véltozik. Mivel nem koveteljiik
meg, hogy megkonstrualhato legyen, igy beleillik a modelliinkbe.
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Emlékeztets. A SAT € P-bél kivetkezik, hogy P = N'P. Sejtés: SAT ¢ P. Azaz

SAT nem szamolhat6 ki £-ben megkonstrualhaté polinomialis halozat-sorozattal.

Kérdés: SAT € prem-uniform? Qejtas: SAT ¢ Pprem-uniform - Azaz S AT nem-uniform
polinomialis méretti halozat-sorozattal sem szamolhato ki.
Miel6tt a kérdést koriiljarnank nézziik Prem-uniform okvivalens leirasait.

1. Lemma. A kovetkezdk ekvivalensek:
(Z) = Pnem—umform.

(ii) Létezik az w input hosszdban polinomidlis T nemdeterminisztikus (taniszala-
gos) Turing-gép, és létezik {t,}>2 | tanisorozat, hogy w € L akkor és csakis
akkor, ha T(w, t,)) = 1 (azaz w-n a szamitis ELFOGAD dllapotba vezet).

(iii) L <5 S, valamely S C ¥* alkalmas ritka nyelvre (definiciok aldbb).

Definicié. Egy S nyelv ritka, ha benne az n hossza szavak szama n-ben polinomiéalis
(azaz nagy n-re joval kevesebb, mint a teljes lehetGségek |X|™ exponenciélis szama).
Formalsian van olyan ¢(n) polinom, hogy |S N ¥"| < ¢(n).

Definicié (Turing-redukcié). L <, S akkor és csak akkor van olyan polino-
mialis idejd Turing-gép, amely w L-hez tartozasat donti el. Szamolésa alatt ,,7”
allapotba mehet a gép, aminek van egy kérdez§ szalagja is. A specialis allapotba
keriilés egy kérdés: a kérdezs szalagra az eléz6 kérdés ota felirt karaktersorozatrol
deriil ki (egy lépésben) az S-hez tartozas. Az ,egy lépésben kideriil” alatt azt ért-
jiik, hogy a rakovetkezs konfiguracioban BENNE-VAN vagy pedig a NINCS-BENNE
allapotkomponense lesz, aszerint, hogy a kérdezé szalag tartalma S-beli vagy sem.

Az S-et szoktak ordkulumnak is nevezni. S tulajdonképpen egy ,,meg nem irt
szubrutin”’, ami ha valamilyen moédon megirhatd, mondjuk megirésa konnyti, akkor
L sem lehet nehéz.

Bizonyitas. (i)=-(ii): Minden n-hez tartozik egy hossz, amelyben bitekkel kodoljuk
az X" elemeit. Legyen ez v. Ha L nem-uniform polinomialis id6ben van, akkor
tartozik hozza egy {C,,} halozat-sorozat. Legyen t,, a C), halozat kodja. A T Turing-
gép a tanu-szalag tartalmabol kiolvassa C,-t, az input-szalag tartalmat 0—1 bitekkel
kodolja, majd a C,-t ennek tartalmén kiértékeli. Ha 1-et kap ELFOGAD, ha 0-t
ELVET allapotba keriil.

(il)=-(iii): Tegyiik fel, hogy létezik egy nem determinisztikus, polinomidlis gép
az input hosszatol fiiggs tantval. Ezt vissza tudjuk vezetni egy S ritka nyelvre. Ha
ismerjiik a tanit, P idoben egyszert a feladat, de ez ritka. Legyen S := {(1F, t,fe) :
k € N, ¢ < t; hossza}. S a kovetkezs alaka: 111 ... 1; [ els6 ¢’ karaktere”

—_—

k db
(e <0).

2. Allitas. Az el6bb definidlt S nyelv ritka. Az 1-es blokk elemszdma meghatdrozza,
hogy melyik tanunak a része kévetkezik.

3. Allitas. Adott w € L esetén P iddben az S-hez tartozdsra kérdezéssel tiw| Kiszd-
mithato, aminek ismerete megoldja az L-hez tartozds kérdését.
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Beirjuk az 11“! karaktert, majd megkérdezziik, hogy ¥ := {o1,..., 04} valamely
eleme S-beli-e.

Ha igent kapunk, akkor megvan a tantnak az elsg bitje.

Ha azt kapjuk, hogy nem végigmenve az abécén, akkor az eddigi bitek megadjak
a tantt. Ez polinom idében eldénthets T-vel, ahol T' (ii)-bdl valo.

(iii)=(i): Konstrualunk egy halézatsorozatot. Korédbban lattuk, hogy egy Turing-
gépbdl (adott inputhossz esetén) hogyan lehet egy a szamoléasat szimulalo halozatot
konstrualni. A gondolatmenetet megismételjiikk a redukciét bizonyité orakulumos
Turing-gépre.

Természetesen a konfiguracioban ott szerepel e kérdezd-szalag tartalma is. Egyet-
len lényeges kiilonbség van. Kezelniink kell a ‘7" &llapotot. Az idSkorlat miatt
tudjuk a kérdés hosszat becsiilni. Az S-hez tartozas igy egy polinomiélis méret
S-beli részhalmazhoz tartozassal ekvivalens. Ha egy ¢ hosszi k kérdést tesziink fel
az ordkulumnak, akkor az

(Slzk)V(SQZk?)\/...\/(Sq(g):k’),

ahol s; az S ritka halmaz ,révid” elemei. A lista ismeretében egy polinomialis
méretd, ezt eldonté halozat megtervezhetd, barmi is legyen az inputméret.
A bizonyitas befejezése a korabbiak alapjan standard médon megy. |

A fent definialt halozatrol nem éllithatjuk/allitjuk, hogy uniform. Egy konfigu-
raciobol a kévetkezs kiszamolasa esetén szamolnunk kell, hogy egy S-hez tartozast
dontiink el. Ez S ritkasdga miatt megtehets, de uniformitasrol szé sincs.

2. Karp—Lipton—Sipser-tétel

Tudjuk, hogy SAT € P-nek nem vart kévetkezményei lennének. Mi a helyzet SAT €
prem-uniform egetan?

El6szor elevenitsiink fel néhany definiciot. Kezdjiik a I1;P, 32;P nyelvosztalyokkal
(i € N).
Definicié. L € %P <% 37 |w|-ban polinomialis tanuszalagos Turing-gép tugy,
hogy a plusz tantszalag tartalma 37 V7, ... Q7;, ahol Q) egy kvantor. Azaz i-szer
valtakoznak a kvantorjelek 3-kel kezd6dGen. Tovabba

we€lL<+ InVn...Qr, T(w, 7,7, ...,7;) = ELFOGAD.
Definicié. L € X,P &L 37 |w|-ban polinomialis tamuszalagos Turing-gép tugy,
hogy a plusz taniszalag tartalma: Vrdm ... Q7 és

we€ L <+— v7'1§|7'2 c. QTi T(U},Tl, T2, ... 7Ti) = ELFOGAD.
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Megjegyzés. A fenti elsére szokatlan jel6lés memorizalasahoz segitséget adunk.
Fontos, hogy hanyszor alternalnak a kvantorok. Ezt az osztély jelolésében szerepld
index adja. Azaz Y5P-ben egy valtas van két kvantor kozott, I1,oP-ben 10 kvantor
szerepel valtakozva. A kezdd kvantor is fontos. A 3 és V kvantorok szimmetriaja
kiilonboz6: 3 egy vizszintes tengelyre, mig V egy fiiggsleges tengelyre szimmetrikus.
Hasonl6 a helyzet a 3 és I1 gorog betiikkel. A szimmetriatengely irdnyanak azonos-
egy V kvantorral kezdédik.

Megjegyezziik, hogy a kvantor a tanuszalag egy intervallumara vonatkozik. En-
nek hossza elére nem lathato. Ha a kvantorokat a tantszalag I' abécéjére vonatkoz-
tatjuk, akkor 37, ahol 7 € I'* egy ¢ hosszii kvantorsorozat, ahol minden kvantor egy
karakterre vonatkozo 3 kvantor. Két példaval vilagitjuk meg milyen kvantorsorozat

c sz

227) . Elrzlp Ce HFVF\V/F e \V/F,
HQP . \V/FVF e VFHFHF Ce HF.
Ezekutan lassuk a fétételiinket:

4. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT € Premunidorm qkkor
I[LP C 3P.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasahoz legyen L € IIoP tetszGleges nyelv. Meg fogjuk
mutatni, hogy amennyiben SAT € Pprem-uniform teliegii]l  akkor L € %;P is. II,P
definicidja szerint L € II,P azt jelenti, hogy létezik olyan polinomiélis tantuszalagos
Turing-gép, hogy w € L akkor és csak akkor VaJy : T(w,z,y) futdasa ELFOGAD
allapotba vezet.

Az els6 1épésben csak a belss részt vizsgaljuk (azaz hagyjuk el ugy a V kvantort,
mintha ott se lenne):

T (w,z,y)
~~

wt

Igy leirtunk wt-ok egy halmazat, egy L nyelvet. A leirasboél nyilvanvalo, hogy Le
NP =%,P. A Cook—Levin-tétel szerint SAT N'P-teljes, igy L nyelv redukalhato
SAT-ra: L < SAT. Ezek alapjan létezik egy polinomialis R redukcios algoritmus

ugy, hogy
wh = (w,z) — R(w"),

ahol R(w™) egy CNF kod, amelyre teljestil, hogy
wt € L < R(w') € SAT.

A maésodik 1épésben azt, hogy R(w™) a SAT-hoz tartozik-e atirjuk a tétel feltétele
alapjan. Tudjuk, hogy van egy polinomialis mérett {C,, } halozatsorozat, ami a SAT-

ot oldja meg B
wh € L C,([R(w")]) =1,

ahol [R(w™)] a redukalt wt bitekkel valo kodolasa, n pedig [R(w™)] hossza. Azaz
az w™ jelolést kibontva

(w,z) € L <= Cy([R(w, x)]) = 1.
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Visszatérve a teljes eredeti L-et leir6 formuldhoz kapjuk, hogy
we L <=V C,([R(w,x)]) = 1.

Egy kvantorunk maradt, de az utana kovetkezé rész nem egy polinomialis szamo-
lassal kiszdmolhato formula: a C,, halézatsorozat nem uniform. Mivel a C,, halozat-
sorozat kiillonbozé értékekre mas-més eredményt ad, vagyis hektikusan viselkedik,
igy az lehet az otletiink, hogy tippeljiik meg C),-et:

AC,Vx : C([R(w,x)]) = 1.

Ssajnos az 6tlet nem miikodik. Ha C), tippiink valoban SAT-ot szamolja ki, akkor
minden rendben. Ha tippiink rossz, akkor is csak akkor van baj, ha az elfogadd
1 bitet szamolja ki, olyan kédra, ami nem kielégitheté formulat kodol. Azaz a
hibak koziil csak az a veszélyes, ami nem kielégithetd formularol mondja azt, hogy
kielégithets. Ezen azonban a kovetkezs lemma segit:

5. Lemma. Létezik olyan polinomidlis TG, hogy ami egy halozatbdl (igazdbol haldzat
kodjabol) egy mdsik haldzatot szamol ki: {C,} — {C)n} gy, hogy

(i) ha C,, SAT-ot szamolta ki, akkor C., is SAT-ot fogja eldinteni,

(ii) ha C,, nem SAT-ot szimolta ki, akkor is Co([@]) = 1 esetén biztos, hogy ¢
eqy kielégithetd CNF kodja.

A lemma ismeretében egyszert a bizonyitas befejezése. A Turing-gép gy modo-
sitja a megtippelt C,-et, ahogy a lemma irja le. Az 0j C), hibazhat SAT eldontésében,
de csak az egyik iranyban. A lemmé&bol kovetkezik, hogy

L = {w:3CVzC,([R(w,z)]) = 1},

polinomialis, amibdl azonnal kovetkezik, hogy L € ¥,P, tehat II,P C X, P.

A lemmank bizonyitésa teljessé teszi a tétel igazolasat.
A lemma bizonyitasa: A tétel bizonyitdsaban eléfordul6 C),-ekkel az lehet a prob-
léma, hogy 1-et adnak, pedig R(w,z) nem kielégithets. Meg fogunk adni C),-okat
rekurzivan, input a (p(z1,...,xx)). Erre az inputra megnézziik, mit ad C,,. Ha 0-t,
akkor ,nem aggodunk”, ha l-et (ami a rossz irdnyd tévedést is megengedi), akkor
C, kap két 1j inputot:

(1, ..., 6-1,0) és @(z1,..., 281, 1).

Ha mindkettén 0-t ad, akkor C), rossz, nem aggédunk. Ha valamelyikre 1-et ,,dob
vissza”, akkor tovabb épitjiik C),-et. Legyen ¢, az a bit, amelyikre rogzitve z;-t a
C,, halézat 1-et szamolt ki. Vessziik a kovetkezd inputot:

(1, .. Tk—2,0,ek), ©(T1,...,Tk_2, 1, 1),

ahol e az el6z6 ,sikeres” xy érték: e, € {0,1}. Ha C, mindkét inputra 0-t ad,
akkor azt mondjuk, hogy C,, ,,lebukott”, nem aggdédunk. Ha valamelyik inputra 1-et
kapunk, akkor az el6z6h6z hasonléan definidljuk €, _-et, és haladunk tovabb.

Ha eljutunk e; definiciojaig, akkor végiil kiszamoljuk ¢(e1, ..., ex)-t. Ha ezen az
input-formula 1-et szamol ki, akkor é’n is 1-et ad, kiilonben 5n értéke 0 lesz (annak

ellenére, hogy az Osszes kérdésiinkre a C, tippilink kielégithetdséget mondott).
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Ha C), kiszamolja SAT-ot, akkor az algoritmus azonosit egy kielégits értékadast
és jol fog lefutni. Ha C), rossz tipp volt, de C),, az 1 eredményt adja, akkor ki is
szamolt egy kielégits értékadast. Biztosak lehetiink, hogy kielégithetd formulank
van. |

Megjegyzés. A tétel konkluzidja tgy is megfogalmazhatd, hogy felcseréltiink két
kvantort. Két kvantor felcserélhet&sége azonban a polinomiélis hierarchia sszeom-
lasat jelentené, mivel ha kvantoroknak legalabb harom blokkja van (legalabb kétszer
alternalunk), akkor a polinomidlis hierarchia nem valodi. Ezt egy példaval vilagitjuk
meg

AT 3 o = 3T (VI ) = L0 3T (AN Y) = L (FTANVN .
Azaz
EZP = HZP = Ei,17) = Hl',lp - ... = 237) - ng C 227),
igy
PH = 3P,

amit ugy is szoktak leirni, hogy ,,a hierarchia a méasodik szintre esik 6ssze”.

3. Mahaney-tétel

A koarbbi karakterizacioink alapjan Karp—Liptin, Sipser tétele megfogalmazhaté a
kovetkezs alakban.

6. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT jg“””g S, ahol S ritka nyelv,
akkor IIoP C YoP.

A Karp-redukci6 felfoghaté Turing-redukcioként is, ordkulum nélkiil szamolunk,
egyetlen kérdést generdlunk és csak ezt az egy kérdést tehetjik fel S-nek, amire
kapott valasz az outputja. Mahaney vette észre, ha a Karp—Lipton, Sipser tételének
feltételben szereplé Turing-redukcional erésebb Karp-redukciot tessziik fel, akkor
ergsebb kovetkezményt igazolhatunk.

7. Tétel (Mahaney-tétel). Ha SAT <5“7 S, akkor P = N'P.

A bizonyitas el6tt atfogalmazzuk a tételt.

Definicié. ¥<0 & 30y .. U = {w=ua...aa; € 3,0 < n}, (ahol X0 csak az

tires szot tartalmazo egyelemit halmaz).

Feltessziik, hogy ¥ rendezett (karaktereink kozott van egy rendezés, dbécé sor-
rend): (¥=",<). Ekkor X"-nek is van egy természetes rendezése: a lexikografikus
sorrend. Ezt egy kissé szokatlan modon terjesztjiik ki a =" halmazre:

Legyen w; = ay ... ay, wo = by ... by € 1" két tetszbleges eleme Y ="-nek. Legyen
m = min{k, (}. Ekkor w; < wy pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezs két eset
valamelyike fennall:

(1) ay...a,, szigoruan elgbb van a lexikografikus sorozatban, mint by . .. by,

(2) wy az wy sz6 kiterjesztése (ekkor ajg . ..a, = by ...by, (1) nem dontott).
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Példa. Legyen ¥ = {0,1}, n =3

Ekkor ¥=3 = {¢,0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010,011, 100, 101, 111, 110}.

Y53 rendezésében az elsé sz6 000, az utolsé €. A teljes rendezés (feltiintettiik,
hogy a soorendet melyik szabaly hatarozza meg):

000 < 001 < 00< 010< 01< O0< 100 <
5 ) 5 5 @ O 5
< 10I< 10< 110< 111 < 11 < 1< e
) @ ) 5 ® @ ®
Bevezetjik SAT egy nehezitését:
Definicié.
SAT* = {{p(x1,...,2,),t) : t € {0,1}=", 0 CNF, @-nek létezik
k € {0, 1}" kielégits kiértékelése, amelyre k < t}.

Vegyiik észre, hogy SAT* € NP, igy SAT* N'P-teljes. Ezek utan tjrafogalmaz-
hatjuk Mahaney tételét:

8. Tétel (Mahaney). SAT* <P S, ahol S ritka. Ekkor SAT € P, azaz P =
NP.

Bizonyitas. A tétel feltétele: SAT* < S, azaz van egy R redukcios algoritmusunk.
A tétel allitasa egy SAT-ot eldonts polinomialis algoritmus, ezt meg fogjuk adni.

A SAT-ot megoldo algoritmus (adott p(z1, ..., x,) CNF esetén) egy Lo, L1, ..., Ly
listasorozatot szdmol ki polinom idében, amelyre a kévetkezdk teljestiljenek:

(i) Az L; lista elemei ¢ hossza 0-1 sorozatok. Azaz L; C {0,1}* i€ {0,1,...,n}
(ii) L; hossza polinomialis. Azaz 3¢ polinom, hogy |L;| < ¢(n).
(i) V¢ 3¢; € L;: ha @ kielégithetd, akkor legyen a olyan kielégitése, amely < ;.

Az algoritmus sordn meg fogjuk adni hogyan generaljuk a Lg, L1, Lo, ..., L, so-
rozatot.
Kérdések:

1. Mi lesz Lg?
2. L; ismeretében hogyan szamolhato ki L;, 17
3. Miért korrekt az algoritmus?
Vélaszok:
def

1. Ly = {e}.
2. L;yq lefrasat tobb lépésben adjuk meg
L; — Lf o {L; elemeinek kiterjesztései egy bittel},
vagyis L; egy eleméhez hozzairjuk a 0-t vagy az 1-et az 0sszes lehetséges modon.

gy |Lf| = 2|L;|. Ha csak annyiben maradnank |L;| exponencidlisan néne.
valamikor L; -t csdkkenteniink kell.
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Elészor L -t ugy csokkentjiik, hogy mindegyikre alkalmazzuk az R redukciot.
Majd azon elemekbdl, amiket R ugyanarra a képre képez, csak egyet tartunk
meg, mégpedig a lexikongrafikusan els6t. Legyen L az igy kapott lista.

A 3. igérethez elég lenne csak azokat az elemeket megtartani, amik S-beli
elemre redukalodnak. Ezek szamat konnyen becsiilhetjik R(¢,t) hosszat po-
linommal (R polinomialis algoritmus) és az ilyen hosszu S-beli lehetGségek
szamat is becsiilhetjiikk S ritkasaga miatt. Legyen P az a polinom becslés,
amit adhatunk azokra a listabeli elemekre, amik S-be képzédnek. Sajnos S
,bonyolult” a redukcidkat elvégezve nem tudjuk azonsitani

Tekintsiik L; ™ rendezett elemeit:

m; =X Mmg =X m3 = ... = Imy
| R I R | R I R
P1 P2 P3 3

A SAT™* nyelvet gy definialtuk, hogy a p;-ke egy ideig S-en kiviil lehetnek,
de az elsG S-be es6 p; utan az Gsszes S-beli lesz.

A végsd ritkit’as az lesz, hogy a fenti rendezett sorban L~ utolsé p(n) elemét
megtartjuk. Az {gy kapott lista legyen L.

Legyen L; 4 = L .

Ezzel latjuk, hogy a listainkat hogyan generaljuk. Az algoritmus végen L,, ele-
meirdl ellenorizzik, hogy kielégitik-e p-t. Ha valamelyik igen, akkor elfogadjuk az
inputot (és ebben az esetben valaszunk nyilvanval6an korrekt). Ha egyik sem elégiti
ki, akkor az inputot elvetjiik.

A bizonyitas vége annak igazolasa, hogy algoritmusunk a SAT-ot oldja meg.
Azaz, ha a ¢ input olyan, hogy az L, listan nincs kielégits kiértékelés, akko r ¢ nem
is leeg’ithets ki.

Indirekten bizonyitunk. Tegytik fel, hogy L,-ben nincs kielégité értékelés, de ¢
mégis kielégithets. Legyen k a lexikografikus sorrend szerinti elsé kielégits értékadas.
Legyen k; a k bitsorozat els6 ¢ bitje. Belatjuk, hogy k; € L;. Specidlisan k =
k, € L,, ami ellentmond annak, hogy L,, elemeit végignézve nem talaltunk kielégits
értékadast.

A k; € L; allitast indukcioval igazoljuk. kg = € € Ly. Tegyiik fel, akkor k; € L;.
Nyilvan k; 1 € L. Azt kell igazolnunk, hogy k; 1 az dsszes ritkitast tuléli.

Az elsé ritkitasnal ez stimmel, hiszen {0, 1}

Li-t meghatarozhatjuk, és mivel k;, ;1 a k; egy kiterjesztése, igy ki1 € L.

Kiszdmitjuk ezek utan L;-t, amelynek szintén eleme k;+ 1. Ennek soran lesz egy
olyan halmaz, amely tartalmazza k;-t, és ugyanarra az S-beli elemre redukalodik.
Ebbdl k; lesz a lexikongrafikusan elsé elem, igy azt fogjuk meghagyni.
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