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Emlékeztets. Egy £ €7 NP nyelvbdl logaritmikus téarral (igy polinom idében) ha-
lozatot konstrualhatunk, a halézatban a bemenetet és a tantszalagot kodolé polinom
sok bit taldlhato, majd polinom kapun (amelyek szerepe a Turing-szamitas polinom

c stz

altal kiszamitott bit kodolja a gép utols6 ELFOGAD/ELVET allapotat.
Azaz HALOZAT-SAT egy N P-teljes nyelv.

Ha egy N'P-beli L nyelvet polinomialis idében redukalunk HALOZAT-SAT-ra,
akkor L is N'P-teljes. Igy tovabi N P-teljes nyelvekhez jutunk. Ez korabban is igy
volt. A korabbi teljes nyelveinket is kiegészithettiik volna alternativ lehetGségekkel.
Latni fogjuk, hogy N P-teljes problémak listajan a matematika againak széles (ta-
lan teljes) korébol taldlunk példakat. Tovabba fontos, kézponti kérdések (amelyek
latszolag fliggetlenek) olyanok, hogy az NP nyelv megragadaséara alkalmasak.

El6szor a legklasszikusabb N P-teljes nyelvet imsertetjiik. Majd tovabbi példékat
sorolunk fel.

1. Cook—Levin-tétel

Definicié. Legyen V = {x,2s,...,7,} egy valtozé6 halmaz. Legyen L = VUV
a literalok halmaza (V a negélt valtozok halmaza, azaz {T|,Ts,...,Tn}). L egy
részhalmazat kloznak nevezziik. Esetiinkben a klozra ugy gondolunk, hogy a hozza
tartozo literalokat V logikai mivelettel, azaz diszjunkciéval kapcsoljuk 0ssze. Egy ¢
konjunktiv norméalformaben 1év6 formula (CNF formula) klozok egy halmaza. Erre
a klozhalmazra gy gondolunk, hogy a klozok A logikai miivelettel, azaz konjukcioval
kapcsoljuk 6ssze. Egy ¢ CNF formula kielégithets, ha adhato V' egy kiértékelése (ami
természetes modon kiterjeszthets L egy kiértékelésévé), amelyre minden klozban lesz
igazza kiértékelt literal.

SAT = {[¢] : ¢ kielégithets CNF'}

Azaz SAT az a probléma, ahol adott egy CNF formula és el kel donteniink, hogy
kielégithetd-e.

1. Tétel (Cook—Levin-tétel). SAT (CNF formula kielégithetdsége) N'P-teljes.

Bizonyitds. Korabban méar szerepelt, hogy SAT € NP, igy elég adnunk egy vissza-
vezetést HALOZAT-SAT-r6l SAT-ra, hiszen ekkor az el6z6 kovetkezmény (i) pontja
és a polinomidlsi redukcio tranzitivitasa alapjan tetszéleges L € NP nyelvet vissza
tudunk vezetni SAT-ra. Ezt is két lépésben tessziik, a HALOZAT-SAT-ot visszave-
zetjik BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT-ra, majd azt SAT-ra.
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Definicié. ¢;(z1,x2,...,2,) = ¥i(x1,29,...,2,), © = 1,2,..., ¢ egyenletrendszert,
Boole-egyenletrendszernek nevezziik, ha ¢; és 1; Boole-formulédk. Az {z;}I, val-
tozok egy 0-1/igaz-hamis értékadas az egyeneletrendszer megoldésa, ha minden
1=1,2,...,0 esetén p; és 1); értéke ugyanaz.

BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT az a nyelv, ami a megoldhato /kielégithets
Boole-egyenletrendszerek kodjat tartalmazza.

Legyen H egy halozat. Minden cstucsaval azonositunk egy valtozot. Ez input-
csucsok esetén a csics cimkéje. A tobbi cstucsra (kapukra) mind kiilonvéaltozokat
feleltetiink meg. Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

® 1, = —xp, ha a g kapu negéaci6 kapu és a h kapubdl kapja inputjat (h?] él a
héalozatban).

e v, =1, Az, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és inputjait h és b/
kapukbol kapja.

e 1, =1,V xp, ha a g kapu héalozatbeli cimkéje diszjunkei6 és inputjait h és b/
kapukbol kapja.

e z, =1, ha a g kapu a halozat output kapuja.

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a halozatbol. Ha a halozat 1-et
szamol ki egy értékadason (az értékadas kielégithetGséget bizonyit), akkor a ka-
puk altal kiszamolt bitekkel egyiitt egy megoldéasat kapjuk az egyeneletrendszernek.
Forditva is igaz, ha az egyenletrendszer megoldasabol kiemeljiik az eredeti input
valtozok értékadasait, akkor ezen a haldzat 1-et szamol ki (s6t minden kapu a hoz-
zarendelt valtozd megoldasbeli értékét szamolja ki). Azaz a halozatbol legyartott
egyenletrendszer megoldhatosaga ekvivalens azzal, hogy a halozat kielégithetd.

Az ‘=’ jeleket ‘<=’ logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek megfelels for-
mulékat kapunk. Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazza
teszi a hozzarendelt formulat. A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb
harom valtozot tartalmaznak. Konnyd ket CNF forméara hozni. Ha az Osszes
egyenletnek megfeleltetett CNF formulat ‘és’ logikai jellel 6sszekapcsoljuk, szintén
CNF formét kapunk. Igy az egyenletrendszerhez hozzarendeltiink egy ¢ CNF for-
mulat. A hozzarendelés P-ben kiszdmolhatd. Az egyenletrendszer megoldhatdsiga
ekvivalens a formula kielégithetGségével.

Vagyis ,programunk" mésodik redukciojat is megadtuk, a tételt bebizonyitottuk.

[ |

2. Tovabbi N'P-teljes problémak

Legyen (= 3)-SAT azon kielégithetd CNF formulédk kodja, melyekben minden kloz
pontosan 3 literalt tartalmaz. Legyen (< 3)-SAT azon kielégitheté CNF formulak
kodja, melyekben minden kloz legfeljebb 3 literalt tartalmaz.

2. Lemma. (= 3)-SAT =p (< 3)-SAT, tovdbbd (< 3)-SAT=p(= 3)-SAT.
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Bizonyitds. Az els6 redukcié nyilvanvalo, hisz a (= 3)-SAT probléma egy specialis
esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithetGség szempontjabol
ekvivalens formuléavé alakitjuk, ugy, hogy a kl6zok mérete harom legyen. Egy ¢ input
3 méretd klozait tartsuk meg, mig a kicsi klozaikkal az alabbi operaciot végezziik el
(parhuzamosan): Egy C : ({1, 65) ,kicsi" klozt helyettesitsiink a (¢4, lo, u), (¢1,lo, W)
klozparral. Természetesen formuldnk kielegitése esetén C' is igazza valik, ami a C-t
helyettesitd klozokat is igazza teszi. Forditva: A C-t helyettesits klozpart csak ugy
tudjuk kielégiteni, ha az eredeti C-t is kielégitjiik.

A fenti példaban a kicsi kloz két literalt tartalmazott. Ennél is kisebb klozokra
is alkalmazhato Otletiink. Eredménye: ekvivalens formula eggyel nagyobb kl6zokkal.
Otletiinket iteraltan kell alkalmazni, amig minden kloz harom méretiivé valik. W

Ha két nyelv ,oda-vissza" redukalhato, akkor ekvivalensnek (polinomialis reduk-
ciora) mondjuk. Ekkor a két probléma egyenértékd. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit. Ez alapjan a két probléma egyenértéki. Ha a 3-SAT nyelvet emlitjik, akkor
alatta a fenti két nyelv barmelyikét érthetjiik. Természetesen, ha 3-SAT-ot redukal-
juk, akor az input CNF-r6l feltessziik, hogy minden kl6za harom literalt tarrtalmaz.
Ha 3-SAT-ra redukalunk, akkor nem zavar, ha a redukcios algoritmus haromnél
kisebb klozokat is ,gyart".

3. Tétel. 3-SAT N'P-teljes.

Bizonyitds. 3-SAT € NP trividlis (a SAT specialis esete).

3-SAT N'P-nehéz: SAT visszavezetése 3-SAT-ra (emlékeztetsil: egy SAT — 3-
SAT: C — (C’ polinomidében kiszamithato fiiggvény kell, amelyre teljesiil, hogy C €
SAT & (' € 3-SAT). A hozzarendelés a kovetkezs lesz: a C' = ({4,...,{) klozra
vezessiink be uq, ..., up_1 0j valtozokat és a kovetkezd klozokat vegytik fel C'-be:

(01, ar), (u, o, Ta), ooy (Wi, Uiy W)y oy (Uk—2, Ok, TWo—1 ), (U—1, LK)

Ezt minden C-beli klozra végezziik el. Amit kapunk, az egy 3-CNF. A kivetke-
z6ket kell belatni:

(i) C' meghatarozhato (C kodjanak hosszaban) polinomialis idében. Ez nyilvan-
valo.
(ii) C pontosan akkor kielégithets, ha C' az:

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégithets kiértékelését. C' = (€y, ..., ly)
kloz esetén legyen ¢; a klozban az els6 igaz literal. Ekkor ¢; értékeit megtartva,
Uy =...=Ui_1 =hés u; =...=u,_1 =1 kiértékelés jo lesz.

Masik irany: C’-nek nincs olyan kielégits kiértékelése, amelyben valamely C-
beli C' = (¢y,...,0) kloz esetén ¢; = ... = {; = h lenne, mivel az

(W), (U1, o)y« ooy (Uie1, Wiy e vy (Up—o, 1) (Up—1)

klozokat tartalmazo formula kielégithetetlen.
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Legyen k-SAT a kovetkezs probléma: adott egy konjunktiv norméalforma, amely-
ben minden kloz legfeljebb k literalt tartalmaz (k-CNF). Kielégithets-e?

Megjegyzés. Egyszertien lathato, hogy 2-SAT € P. S6t 2-SAT € coN L.

Megjegyzés. Nyilvan igaz a kovetkezs redukcidlanc:
2-SAT =<p 3-SAT <p 4-SAT <p ... Xp k-SAT <p ... 2p SAT.

Definicié. V egy kiértékelése egy klozt homogénné tesz, ha a kloz minden literélja
ugyanazt a logikai értéket kapja. Azaz a kloz akkor nem lesz honogén, ha igazzé
értékelédik ki (lesz benne igaz értéki literal), de nem minden literal igaz értéki (lesz
benne hamis literal is)

Legyen

NEM-MIND-IGAZ-SAT = {[¢] :¢ CNF, amely kielégithets tigy, hogy ne legyen

olyan kloz, amelyben minden literal igaz}

4. Tétel. NEM-MIND-IGAZ-SAT NP-teljes.

Bizonyitds. NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP trivialis.

NEM-MIND-IGAZ-SAT NP-nehéz: Legyen C a SAT egy inputja. Leirunk egy
C — (' polinomidében kiszamithato fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy C € SAT
akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢’ € NEM-MIND-IGAZ-SAT). A hozzarendelés a
kovetkez6 lesz: a C = ({4, ..., ) klozra vezessiink be uq, ..., u; 0j valtozokat és a
kovetkezs klozokat vegyiik fel C'-be:

(01, ), (w1, lo,Ta), . .., (Ui, 03, Ws), .y (Ug—2y L1, Ug—1), (Ug—1, Lk, Up)

Ezt minden C-beli klozra végezziik el (diszjunkt (u;) valtozohalmazokkal) és ad-
juk hozza a

<U1, U,y ... ,uk>

klozokat. Amit kapunk, az egy CNF. A kovetkezsket kell belatni:

(i) C' meghatarozhato (C kodjanak hosszaban) polinomialis idében. Ez nyilvan-
valo.

(ii) C pontosan akkor kielégithets, ha C’ kielégitheté nem-mind-igaz modon:

Ha C kielégithets, akkor vegyiik egy kielégithetd kiértékelését. C' = (¢y,. .., lx)
kloz esetén legyen ¢; a klozban az els6 igaz literal. Ekkor ¢; értékeit megtartva,
Uy = ... = U1 = hésu; = ... = up_1 = 1 kiértékelés jo lesz C klozaibol
gyartott klozokra. A plusz kl6zok nem-mind-igaz modon kielégithetSk az uy
valtozok alkalmas rogzitsével.

Masik irany: C’-nek nincs olyan kielégits kiértékelése, amelyben valamely C-
beli C'= (¢4, ..., ) kloz esetén £ = ... = {;, = h lenne, mivel az

(W), (uy, W), ..., (Uim1, Wi), -y (Up—2, Up—1) (U1, Ug)

klozokat tartalmazé formula egyetlen moédon kielégithetd: minden w; ért’eke
hamis. Ekkor azonban C’-ben a C-hez rendelt plusz kl6zt nem lenne kielégitve.
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Legyen NEM-MIND-IGAZ-3-SAT azon CNF-ek halmaza, amelyben minden kloz
legfeljebb hérom literalt tartalmaz és van olyan kiértékelése a valtozoknak, hogy ¢
Osszes kl6za nem homogén.

5. Kovetkezmény. NEM-MIND-IGAZ-3-SAT N'P-teljes.

Bizonyitas. Ha egy 3-SAT inputra alkalmazzuk az el6z8 visszavezetést, akkor egy
olyan formulat kapunk, amelyben minden kloz legfeljebb hérom literalt tartalmaz.

2.1. Grafelméleti problémak

Definicié. k-SZINEZHETOSEG a kovetkezs probléma: adott egy graf, kiszinezhetd-
e k szinnel?

6. Tétel. 3-SZINEZHETOSEG NP-teljes.

Bizonyitds. 3-SZINEZHETOSEG € N'P: tant egy szinezés, polinom idében ellen-
6rizhetd, jo szinezés-e.

3-SZINEZHETOSEG N'P-nehéz: 3-SAT-ot vezetjiik 14 vissza. C 3-CNF-hez
hozzarendeljiik G¢ grafot, amely csiicsai n, h, C valtozoi és azok negaltjai, és minden
C € C Kklozra C1, Cy, C3, Cy4, Cs. Ge élei a kovetkezSk lesznek: wwv, minden x;
valtozora z,T;, uz; és ux;, illetve minden C' = (z1, 29, z3) klozra C1Cy, CyC5, C5CYy,

CuCs, C5CY, Ci21, Caza, Csz3, Cyv, Cyu.

Konnyt ellenérizni, hogy Ge polinom id6ben meghatarozhato, és pontosan akkor
3-szinezhetd, ha C kielégithets (felhasznélva azt az észrevételt, hogy z1, 2o, z3,v 3-
szinezése pontosan akkor terjeszthets ki C' = (21, 29, z3) klozhoz tartozod Gtszogre jo
szinezésként, ha a 4 csics szine nem azonos). |

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhets, hogy 2-SZINEZHETOSEG € coN L.
7. Tétel. SIKGRAF 3-SZINEZHETOSEGE NP-teljes.
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Vizlat. N'P-beliség trivialis.

SIKGRAF 3-SZINEZHETOSEGE NP-nehéz: 3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik
ra vissza. Lerajzolas utan a keresztezddd éleket kell helyettesiteni az alabbi kis
graffal:

Azt kell meggondolni, hogy megteheték a helyettesitések tgy, hogy nem hoznak
be 1j metszéseket, és a keletkezett graf pontosan akkor 3-szinezhets, ha az eredeti
is. [ |

Megjegyzés. A 2-szinezhetGség coN L-beli, sikgrafokra a 4-szinezhetGség trivialis a
négyszintétel (Appel, Haken 1977) alapjan.

Definicié. SZINEZESI PROBLEMA: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-nek j6 k-szinezése?

8. Tétel. SZINEZESI PROBLEMA NP-teljes.

Bizonyitds. SZINEZESI PROBLEMA € N'P: tant egy szinezés, polinom idében
ellenérizhets, jo szinezés-e.

A SZINEZESI PROBLEMA NP-nehéz, mivel a 3-SZINEZHETOSEG altalano-
sitasa. |

* * *

Definici6. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ: adott egy G graf és egy k természetes
szam. Van-e G-ben k-elemi fiiggetlen csiicshalmaz?

9. Tétel. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ N P-teljes.

Bizonyitis. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € N'P: tant egy fiiggetlen csticshal-
maz.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ N P-nehézségére két bizonyitast adunk.

I. SAT visszavezetése: C = (Cy = (211, -, 210)s - Ok = (Zh1s - Zhry))
(Ge, k) ((i,7) jelentése: i-edik kloz j-edik literdlja), V(Ge) = {(4,7) : i < k,j < r;},
E(Ge) = {(i,4), (7, 5) - i = 1 vagy z;; = Zy j}. Konnyd meggondolni, hogy G¢
polinom id6ben meghatarozhatoé és pontosan akkor van benne k elemid fiiggetlen
halmaz, ha C kielégithets, mivel kiértékelés akkor kielégit§, ha minden klozbol ki
tudunk valasztani egy igaz literalt (az élek garantéaljak, hogy valtozo és negaltja
egyszerre ne szerepeljenek, illetve minden klozbol legfeljebb egy literalt valasszunk).

I1. SZINEZESI PROBLEMA visszavezetése: G +— (G, |V(G)|), ahol V(G') =
{(v,7) : v € V(G),i € [3]} (itt (v,1) jelentése az, hogy v az i szint kapja), F(G') =
{(v,9)(v',i") v =0",i # 7 vagy vv' € E(G),i =1} (vagyis: élek a tiltasok, tiltott,
hogy egy cstics tobb szint kap vagy 6sszekotott csucsok azonos szint kapnak).
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Konnyt meggondolni, hogy G’ és |V (G)| is polinom idé6ben meghatarozhato, és
pontosan akkor van G’-ben |V (G)| elem fiiggetlen halmaz, ha G graf 3-szinezhetd.
|

Megjegyzés. Szemben a SZINEZESI PROBLEMAval, ha k nem az input része,
hanem konstans, akkor az igy kapott k-FUGGETLEN HALMAZ probléma mar
polinom idében megoldhat6 (egy n cstucsu grafnak n-ben polinomidalis sok k-elemii
részhalmaza van, ha k fix).

*

Definicié. KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam. Van-e
G-ben k méretii klikk?

Definicié. LEFOGO PONTHALMAZ: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k-elemt lefogdé ponthalmaz?

10. Kovetkezmény. KLIKK és LEFOGO PONTHALMAZ NP-teljesck.
Bizonyitds. Ekvivalensek a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléméval. [ |

*

Egy graf vagasa cstucsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas élhalmaza
azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az egyik, masik végpontja a méasik
részbe esik.

Definicié. MAX-CUT probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam. Van-e
G-ben olyan vagas, amely legalabb £ éld?

11. Tétel. MAX-CUT NP-teljes.

Bizonyitdis. MAX-CUT € N'P: tanu egy szinezés, polinom idében kiszdmolhato az
élszama, amit k-val 0sszehasonlithatunk.
MAX-CUT NP-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjik ra vissza. C 3-

CNF-hez hozzarendeljik G¢ grafot, amely csicsai C valtozoi és azok negaltjai (a
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literalok). Minden C' € C klozra a benne szereplé harom literalt paronként Gssze-
kotjiikk. (Ezekre az élekre mint kloz-élekre hivatkozunk.) Minden klézchoz harom
kloz-él tartozik. Ha két literal tobb klozban is egyiitt szerepel, akkor tobbszoros élek
lesznek a redukci6 altal megkonstrualt grafban. Minden x véltozora x és T kozé is
behtzunk egy élt. (Ezekre az élekre mint valtozo-élekre hivatkozunk.) Ezzel leirtuk
a G¢ graf Osszes élét.

Konnyt ellenérizni, hogy Ge polinom idében meghatarozhato, és pontosan akkor
van benne |V|+ 2|C| éli vagés, ha van olyan kiértékelése a valtozoinknak, hogy C
minden kloza nem-homogén. Valoban, G¢ minden vagésa lefeljebb (az sszes) |V
literal-élet és minden kloz harom klozelébdl legfeljebb 2-t tartalmaz. Azaz |V|+2|C]
egy fels§ becslés G tetszoleges vagasanak élszaméara. Ha egy (I, H) vagas eléri
ezt a fels§ becslést, akkor minden literalélet tartalmaz, azaz minden x valtozora x
és T koziil egyik I-be, masik H-ba esik. Azaz a vagés definial egy kiértékelés’et a
valtozoinknak. Tovabba minden kloz harom klo6zélébsl kettét tartalmaz a vagas,
azaz a leirt kiértékelés nem-mind-igaz modon ielégiti (a tetszdlegesen valasztott)
klozt C-bal. [ |

Megjegyzés. A MIN-CUT probléma annak tesztelését kéri, hogy van-e olyan vagés,
amely élszama k-nal nem nagyobb. Ez a probléma polinom idében megoldhato. A
folyamok elmélete alapjan a legkisebb vigas élhalmaza meghatarozhato.

3. Halmazrendszerekre vonatkozé problémak

Definicié. H halmazrendszer a V' halmaz felett, ha H C P(V'). H elemei a halmaz-
rendszer élei. k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Osszes éle k
elemd. Tehat az egyszeri grafok pontosan a 2-uninform halmazrendszerek.

Eszrevétel. V, H halmazrendszer konnyen leirhaté B péros graffal. A két szinosztaly
V' (fels6 pontok) és H (alsé pontok). Az alaphalmaz egy v eleme/cstics akkor és csak
akkor van 6sszekotve H egy E elemével /éllel, ha v € F.

A halmazrendszert lehet kodolni pont-él illeszkedési métrixszal. Ez egy n x m
méret 0-1 matrix, ahol n = |V| és m = |H]|

i 9/' ait o
bl1 1 0
clo 1 0
F dl1 0o o
elo 1 1
flo o1
G E F G

1. abra. Egy halmazrendszer a kozépiskolai Venn-diagrammal lerajzolva, a hozza
tartozo, 6t kodold B paros graf és a pont-él-illeszkedési matrix
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Definicié. A grafelmélet fliggetlen csuicshalmazanak fogalméat kétféleképpen ter-
jeszthetjiik ki halmazrendszerekre:

e [ fiiggetlen, ha minden E € H élre £ € I.
o [ fliggetlen™: ha minden F € H élre |[ENI| < 1.

Definicié. FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=
{[V,H, k] : van olyan I fiiggetlen csucshalmaz, hogy |I| = k}.
FGTLEN*-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=
{[V,H, k] : van olyan [ fliggetlen csucshalmaz, hogy || = k}.

A péros graf kodolason alapulva konnyt leirni a fliggetlen* halmazokat. Ezeknek
B-ben felsé pontok egy olyan I halmaza tartozik, amelyekre nem illeszkedik V-alak,
azaz olyan a € A, f, f' € I C F pontharmas, ahol a 6sszekotott f és f/-vel.

Definicié. Legyen B egy halmazrendszert leir6 péaros graf. Az also/felss szerepek
felcserélésével a B* paros grafot kapunk. Ez a B* elolvashat6é halmazrendszerként"
visszaalakitva halmazrendszerré a V* = ‘H, H* = V dudlis halmazrendszert kapunk.

A redukciok sorozatat egy trivialitdssal kezdjiik.

12. Tétel. (i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN-CSUCSOK-HRSZBEN
(ii) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN

Valoban, a grafelméleti problémé grafja a halmazrendszerek egy specialis esete.
A grafelméleti fiiggetlenség mindkét halmazrendszeres fiiggetlenség fogalom specialis
esete.

Definicié. FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =
{[V,H, k! : H-ban J k db olyan él, amelyek paronként diszjuntak}.
A kovetkez6 tétel mar kevésbé nyilvanvalo.

13. Tétel. FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN < FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Bizonyitds. V,H, k-bol képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig tartsuk
meg: V* H* k.

Azt kell eldonteniink, hogy az erdeti halmazrendszert leir6 B péaros grafban van-
e k fels pont gy, hogy ne tamaszkodjon ra Vv alak. V* H* paros grafja éppen
a fejetetejére allitott B. Azaz az eredeti dontési feladat ekvivalens azzal, hogy
fejreforditott B grafban van-e k alsé cstcs (k darab él), hogy ne tamaszkodjon ra A,
azaz paronként diszjunktak legyenck. Azaz FGTLEN-ELEK-HRSZBEN problémat
kell megoldani V*, H*, k esetén.

Azaz a kiindul6 transzforméacié a tételt igazold redukcei6. |

Megjegyzés. FGTLEN-ELEK-GRAFOKBAN probléma, masképpen PAROSITAS
={[G,k] : v(G) > k}. Az Edmonds-algoritmus alapjan ez egy P-beli probléma.
Azaz a grafokra vonatkozo eset konnyen kezelhetd.
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Definicié. PARKETTAZAS —
{[V,H] : léteznek F4,..., E} paronként diszjunkt élek, hogy UE; = V'}
14. Tétel. FGTLEN-ELEK-HRSZBEN<PARKETTAZAS.

Bizonyitds. Legyen V,’H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter. El
kell donteni, hogy van-e k& db diszjunkt él.

A konstrukciot tobb 1épésben végezziik el. ElGszor H-t ugy transzformaljuk,
hogy uniform legyen: Minden E élhez S — |E| sok j pontot vesziink fel (kiilon-
boz6 élekhez kiilonb6z6 Gj pontokat hasznalunk). A moédositott halmazrendszerre
vonatkoz6 probléma nyilvan ekvivalens a kiindulé problémaval.

A konstrukcié mésodik lépésében mar feltessziik, hogy H egy S-uniform hal-
mazrendszer. Ebben a lépésben V(H)-hoz hozzavesziink |V (H)| — k - S darab 1]
cstcsot (legyen Va kapott ponthalmaz), H elemei pedig H elemei és minden régi-ij
csucsparra egy-egy Gket tartalmazo kételemii halmaz.

k=2 S=3

2. abra. Az 5. Tétel redukcidja. |V|—kS =8—2-3 =2. A két 4j pont és a hozzajuk
tartozo grafélek a jobb oldalon szerepelnek pirosban.

Eszrevétel. (V,H) parkettézasahoz le kell fedni a [V| — kS darab 6j cstcsot, ami
csak a |V| — kS darab 4j cstucskettdssel lehet. A maradék parkettéazo élek csak régi
élek lehetnek, amelyek £S' csticsot fednek le. Azaz a parkettazas ad k fiiggetlen elt
‘H-ban.

Az észrevétel gondolatmenetének megforditasa teszi teljessé a bizonyitas elméleti

részét. |

* * *

Definicié. HALMAZRENDSZEREK SZINEZESI PROBLEMAJA: adott egy H
halmazrendszer és egy k természetes szam. KiszinezhetSk-e V(H) elemei k szin-
nel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen monokromatikus?

15. Tétel. HALMAZRENDSZEREK SZINEZESI PROBLEMAJA NP-teljes.

Bizonyitds. A grafelméleti szinezési probléma altalanositasa. [ |
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Grafok esetén a 2-szinezhetGség esete konnyen kezelhetd volt.

Definicié. HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE: Adott egy H halmaz-
rendszer. Dontsiik el: kiszinezhetSk-e V(H) elemei 2 szinnel tugy, hogy semelyik
H-beli halmaz ne legyen monokromatikus.

16. Tétel. PARKETTAZAS < HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE.

Bizonyitds. Adott egy V,’H input a parkettdzas probléméhoz.

Konstrukcié: V = H U {p, z}. H-hoz minden E, F' metsz6 H-beli élparra legyen
Zpr={E,F, z} egy ¢l. Minden v € V esetén legyen R, = {F :v € E € H} U {p}
egy H-beli él. Tovébba legyen {p, z} is egy H-beli él.

3. abra. A, B,C, ..., H, I pontosan a halmazrendszeriink élei. B,C, D, E pontosan
az a elemet tartalamzo élek. C' és F élek metszGek. A fenti informaciokbol kiolvasha-
to éleket rajzoltuk be az abraba, amely a redukcié megfelel§ toredékét tartalmazza.

Eszrevétel. ‘7, H egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a {p, z} él
kényszerit a teljes paletta hasznalatara). Az eredeti éleknek megfelel§ csticsok koziil
a zold szin kijeldl egy élhalmazt. Ezek parkettazzak az eredti halmazrendszert.

Valoban, koztiikk két metsz6 ¢l egy Zg p tipust zold-homogén élhez vezetne a
redukcio eredményében. Mig egy lefedetlen v cstics (az eredeti halmazrendszerben)
adna egy R, piros-homogén élt.

A gondolatmenet megfordithato, a bizonyitas teljes. [ |

* * *

Az alabbi problémak mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek elGadason.
Csak megemlitjiik az érdekl6dd olvasoknak és otletet adunk az igazolashoz.

Definici6. HARMASITAS: adott harom azonos mérett halmaz és ennek transzver-
zalisaibol all6 3-uniform halmazrendszer. Van-e a halmazrendszernek olyan részhal-
maza, amely a harom halmaz uni6janak particiojat adja?
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Otlet. Szokasos visszavezetés: 3-SAT.

Definicié. 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTICIO: adott egy 3-uniform
halmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza, ami az alaphalmaz particioja?

Otlet. HARMASITAS altalanositasa.

3.1. Aritmetizalt problémak

Definicié. DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER: adott egy Az < b
egész egylitthatos linearis egyenlGtlenségrenszer. Van-e megoldésa egész szamokban?

17. Tétel. DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER NP-teljes.

Bizonyitds. N'P-beliségre tani egy megoldas.

Az N'P-nehézség bizonyitasahoz a SAT-ot vezetjiik vissza a problémara: adott
egy konjunktiv normélforma. Minden z; véltozoéra bevezetjiik a 0 < z; < 1, és
minden (21, ..., ;) klozra a t; +. ..+, egyenlGtlenséget, ahol ¢t; = x;, ha t; = x; és
ti = 1—x;, hat; = 7;. Konnytd latni, hogy az egyenlStlenségrendszer polinom idében
megkonstrualhato, és pontosan akkor megoldhato, ha a konjunktiv normalforma
kielégithetd. [ |

Definicié. RESZLETOSSZEG=
{[A,b] : ACN,be N,van olyan R C A, hogy az R-beli szamok Gsszege b}.

A feladat egy egyszerid értelmezése: A a pénztarcankban 1évé érmék értékeit
Osszegyjts halmaz . A, b kodja akkor tartozik az elfogadando nyelvhez, ha b 6sszeget
pontosan ki tudunk fizetni a pénztarcankbol.

18. Tétel. RESZLETOSSZEG NP-teljes.

Bizonyitds. RESZLETOSSZEG nyilvan A'P-beli. Belatjuk, hogy PARKETTAZAS
=< RESZLETOSSZEG.

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja. Ki lehet-e valasztani olyan parket-
tahalmazt /élhalmazt, amivel ki lehet parkettazni a V-t/padlot?
Konstrukcié: Legyen w: V — {1,a,a?,...,aVI7!} tetsz6leges bijekci6. Az érték-
készletre gondoljunk mint az a alapt szamrendszer helyiértékei.

Legyen E € H esetén agp = >, pw(v). Legyen A = {ag : E € H} ¢s
b=11...1, =) ey w(v). Ezzel leirtuk a részletésszeg probléma egy inputjat.

Eszrevétel. Ha a értékét |H| + 1-nek valasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapt szamrendszerben maradék tovabbvitele nékiil
kiszamolhato.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl allo szam elGallitasa
mint részletosszeg ekvivalens az eredeti halmazrendszerre vonatkozé PARKETTA-
ZAS feladattal (alkalmasan nagy a esetén).

A redukci6 soran elforduld legnagyobb szam S = Zl“jo_l al = % < alVl.
Kodjanak hossza |V|loga = |V|log(|H| + 1). Redukcionk polinomiélis. [ |
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* * *

Az alabbi problémak mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek elGadason.
Csak megemlitjiik az érdekl6dd olvasoknak és Gtletet adunk az igazolashoz.

Definicié. HATIZSAK: Adott targyak T halmaza. Minden ¢ € T targyhoz tartozik
egy V; térfogat és egy vy érték (vy, Vi € N). Adott egy hatizsak, amelybe legfeljebb H
ossztérfogatu targyakat pakolhatunk. Tovabba adott egy L értékhatar. (H, L € N.)
Kivalaszthato-e T' egy részhalmaza tugy, hogy elférjen a hatizsakban és Osszértéke
legalabb L legyen?

Otlet. Szokasos visszavezetés: 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTICIO.

Definici6. LADAPAKOLAS: adott egész szamok A halmaza, egy b és egy ¢ egész

c s

osztaly Osszege legfeljebb ¢?

Otlet. Szokasos visszavezetés: HARMASITAS.
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