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1. Véletlen algoritmusok: KielégithetGség

1. Tétel (Lovasz Laszld). Legyen ¢ eqy CNF formula, minden kldzdhoz legfeljebb
A kloz van, amely kézos vdltozdt tartalmaz vele. (A kézds vdltozo vagy ugyanaz a
vdltozo azonos, vagy a negdlt eldforduldsa.) A kévetkezd paramétereket haszndljuk:
D = wdltozok szdama klozonként, m = klozok szdma, n = dsszes vdltozd szama <
m-D.

Ha A < 2

15, akkor ¢ kielégithetd.

A tétel most nem bizonyitjuk, de az eredeti bizonyitas nem konstruktiv.

Moser és Tardos Gébor adott egy algoritmust, amely a fenti tételt konstruk-
tiven bizonyitja. Ez egy véletlen algoritmus a tételbeli tulajdonsagt ¢-hez kielégits
értékadas keresésére.

Az algoritmus azt tudja, hogy:

(i) vagy talal egy kielégits értékadast, vagy a végtelenségig fut
(ii) E(futas hossza) < p(|¢|), ahol p egy polinom.

Speciélisan ,kicsi” a valoszintisége annak, hogy sokéig fut. Azaz pozitiv a valo-
szintisége, hogy leall. Azaz az algoritmus igazolja a tételt.
Leirjuk a Moser—Tardos-algoritmust:

2. Algoritmus. (Moser—Tardos)
1. Kiindulé lépés: z; < r;
// figgetlen uniform eloszlash bitekkel feltdltjiik a valtozdkat
2. Teszteld 1épés: Kiértékeljik ¢-t.
— 1 = STOP, taldltunk jo kiértékelést.
— (0 = tovabb a 3. lépésre.
3. ,,Hibakeresés
Keresiink egy klozt, ami hamisan van kiértékelve (— ()
4. Ujrasorsolas:
C-beli valtozdkat ,Gjrasorsoljuk’ (=0j filiggetlen uniform

eloszlasu biteket generalunk). Vissza 2. lépéshez.
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Tehat az algoritmus futasa egy oo-futas, ha minden djrasorsolas nem kielégits
értékadéashoz vezet.

3. Tétel (Moser—Tardos). A fenti algoritmus esetén
E(djrasorsoldsok szdma) < 20 - Dm.

Bizonyitas. A véletlen biteket egy oo x m-es tablazatként képzeljiik el, ahol az
oszlopok a valtozokkal vannak indexelve, mig a sorok a természetes szamokkal. A
tablazatban fliggetlen véletlen bitek taldlhatok (uniform eloszlastak).

A tablazat segitségevel tjraértékeljiik az algoritmusunk néhany lépését: 1. lépés
az 0. sor elolvasaséaval ekvivalens. A 4. lépésben z; Gjrasorsolasa a megfelels oszlop-
ban az els olvasatlan bit elolvasasa

Definialunk egy eseményt:

Esq.n =, legalabb d - N bitet kiolvasunk a futas soran a tablazatbol ”.
Ennek egy részeseménye a kovetkezs
E =, a d-edik sorbdl olvasunk .

Nézziik az els6 tjrasorsolési lépést, ahol a d-edik sorbodl kiolvasunk egy bitet.
Legyen Cj a megfelels kloz. (Persze Cy-t sokszor ujrasorsolhatja az algoritmus. A
pontos azonositashoz hozzatartozik egy ¢y id6 is. (ty,Cy) a pontos algoritmusbeli
esemény: a tg-edik djrasorsolas soran Cj valtozoit tjraértékeljiik.

Cp tjrasorsolasa D bit olvasasa tablazatunkbol. Minden pozicié elolvasasanak
van egy oka: a megfelel§ — mondjuk x — valtozo Cy-ben szerepel és az éppen ki-
olvasott bit felett a tablaban mar olvasott bitek vannak. Miért? Kell lennie (¢, C”)
eseménynek (¢ < ty), ahol = szerepel C’-ben is és a t'-edik Gjrasorsolas az x os-
zlopaban a d — 1-edik sort olvasta el. A (ty, Cy) eseményben az  Gjrasorsolasanak/z
oszlopaban tortént olvasasnak egy oka a (t/,C’) esemény. Az események okséga
,,Visszagongyolhetd”.

Az oksag visszagdngyolése soran a (¢, C') eseményeket egy gyokeres fa-struktiuraban
abrazoljuk:

a) A cstucsok a visszagdngyolés soran elért (¢, C') események.

b) A (t,C) esemény miatt megjelend csuics cimkéje C'. Azaz az oksagi fa csak arra
,emlékszik”, hogy mely kloz Gjrasorsolasa tortént, arra nem, hogy pontosan
hanyadik tjrasorsolasrol van szo6.

c) A gyokeér a kiindulo (tg, Cp) eseménynek megfelels csics. Ennek valasztasa tugy
tortént, hogy vettiink egy ,,mélyen” fekvé elolvasott bitet. A gyokért ,,mélyre”
rajzoljuk, a fa felfelé n6. Azaz egy apa/fia viszonynal, az apa mélyebben
fekszik, a fia egy szinttel magasabban lesz mint apja.

d) Egy él egy C-vel cimkézett csucs és egy felette 16vs C’-vel cimkézett csticsot kot
Ossze. Az €l megléte azt jelenti, hogy lenni-e kell a mélyebb csics eseménye
soran egy olyan olvasott bitnek, aminek oka (a felett 1évd bit elolvasasa) a
felette 1év6 szomszéd esemény soran tortént meg.
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Ha egy aktuélis esemény vizsgélataval béviteni szeretnénk a fankat, akkor egy
aghajtast hajtunk végre. A fenti leirtak tobb lehetGséget is megengednek az
1j eseménynek a faba torténs berakasara (ami egy ,apa” valasztas). Mi a
legmagasabb lehetséges apahoz kotjiik be a csticsot.

A fenti tulajdonsagok mar meghatarozzék a kiindulo (¢, C') esmény oksagi fajat:
A visszagonygyolitett eseményeket a valodi id6 szerint visszafelé haladva a fent leirt
,minél magasabbra” szabaly szerin a faba illesztjiik.

A fent leirt fa (7y, Cp) eseme’'ny oksagi faja JﬂsOto,CO.
Eszrevétel. Oy, ,c,-b0l kiolvashaté minden csticshoz, hogy mely biteket olvassuk ki
a tablazatbol.

Az egyik legfelss levél csucs esetén ez nyilvanvald. A cimke klozaban szerepld
minden valtozoja elészor lett tjrasorsolva (1 indext sorbol jon, kozvetlen a 0 indexti
sor alatt (amely a kezdeti értékadast tartalmazza)). Valoban, ha ez nem igy lenne,
akkor lenne egy korabbi esemény az oksag visszagongydlitése soran, ami szabalyunk
szerint magasabbra lenne beszturva a faba. Az indokléas befejezése: magassag szerinti
csokkend sorrendi indukeio/rekurzio.

Legyen T egy gyokeres fa klozokkal cimkézve. Legyen Ep az a valoszintiségsza-
mitasi esemény, hogy

. volt egy olyan (t,C) algoritmikus esemény, amelyre Oy c =T 7,

azaz valamelyik djrasorsolas oksagi faja a T' lesz.
Ezek utén elkezdhetjiik ,,sok tjrasorsolas” esemény valoszintiségének becslését:

P(E-q.n) < P(E) < P(, 3 legalabb d ponttt T, hogy Er bekdv. ”) < > P(Er).

T>d
ponta

A szumma tagjait, illetve a szumma tagjainak szaméat a kovetkezd két lemma
becsiili:

4. Lemma.

P(Er) < <2in)V(T)I

Bizonyitas. |V (T')| darab ujrasorsolas volt és mindegyiket elinditotta egy korabbi
véletlen bitekkel torténd értékadas, ami a megfelels klozt hamissa tette. De a 2P
lehetGség kozt egyetlen egy rossz kimenetel van (annak kellett megvalosulni a véletlen
vAasztas soran). [ |

5. Lemma. A v ponti gyokeres, klozokkal cimkézett T fik szama, amelyek megvald-
sulhatnak oksdgi faként legfeljebb

(i) m(;5),
(ii) m(eA).
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Bizonyitas. (ii) elemi becslésekkel adodik (i)-bol.

(i)-hez azt kell latni, hogy T felépitséhez meg kell adni a gyokér cimkéjét (m
lehet@ség), majd azt, hogy milyen v — 1 aghajtas torténik. A v — 1 dghajtés min-
degyike leirhat6 gy, hogy megmondjuk melyik csticshoz (v-vel becsiilhets lehetd-
ségszam), milyen cimkéji (az dghajtas alapcsiucsanak cimkéjét ,,metszeni” kell a
cimkekloznak, ami legfeljebb A lehet&ség) csticsot adunk hozza. A vA lehetdség-
bél a v — 1 aghajtas kiilonbo6z6 lesz és sorrendjiik lényegtelen (egy élhalmazt irunk
le). [

Folytathatjuk a becslést

IP’(E>dN)<g ; P(ET)ng(eAV (2%)527” g@—%)é

S cstcsu t;kségi fa
d
eA 1
=m - 2_D . 1 — é .
2D

A tétel feltételeibsl A < %, azaz ;—% < % ebbdl méar kiovetkezik, hogy az utolsd
tényezé legfeljebb 2 és igy

1
P<E2d-N> S Qmﬁ

A tétel bizonyitdsanak befejezése standard valészintiségszamitasi becslés. [ |

2. Véletlen algoritmusok: Elérhet6ség

El6szor definidljiik a fejezet alapproblémajat.

Definicié6. Az ELERHETOSEG a kivetkezé probléma:
Input: G graf, s,t € V(G), Output: 3?7 st ut G-ben.
Azaz ELERHETOSEG a kivetkezé nyelv:
{(G, s,t) : van st ut G-ben}
A probléma iranyitott valtozata is fontos:

Definicié. Amennyiben grafunk iranyitott és iranyitott st ut létezését teszteljiik
—_— . P -
ELERHETOSEG probléméarol/nyelvrél beszéliink.

Nyilvanvalo, hogy ELERHETOSEG, ELERHETOSEG A £-beli nyelv, azaz nem-
determinisztikus logaritmikus tarral megoldhato. Tudjuk, hogy ELERHETOSEG,
ELERHETOSEC SP.ACE (log?)-beli nyelv, azaz log-négyzet tarban determinisztiku-
san megoldhato (Savitch-tétel). Ennél tobb ELERHETOSEG nyelvrél nem is nagy-
on ismert. Minden el6relépés hatalmas attorés lenne, hiszen a teljes N L nyelvoszta-

lyrol tudnédnk meg valami lényegeset.
Az ELERHETOSEG esetén azonban tovabbi eredmények ismertek.

6. Tétel (Aleliunas—Karp—Lipton—Lovasz—Rackoff, 1979). Létezik olyan EL-
ERHETOSEG-et kiszdmito véletlen algoritmus, amely
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(1) polinomidlis és LOGSPACE-ben megualdsithatd,
(i) (G,s,t) € ELERHETOSEG esetén P(ELFOGAD eredmény (G, s,t)-n) > L.

2
Tovdbbd (G, s,t) ¢ ELERHETOSEG esetén P(ELV ET eredmény (G, s,t)-n)
0.

A tételt az alabbi, viszonylag egyszerti algoritmus igazolja:

7. Algoritmus. (Aleliunas—Karp—Lipton—Lovdsz—Rackoff)
Véletlen sétat végziink s-bél kiindulva 10-n> lépésen keresztiil.
Minden lépés utédn tetszeljik ¢ elérését:
ha elérjilkk: BIZT0S-JO
ha nem érjik el: séta folytatéasa
Ha ELFOGAD &llapot lérése nélkiil ért véget a séta akkor VALOSZINULEG-
ROSSZ allapottal a&llunk le.

Az algoritmus analizise sem nehéz, ha a Markov-lancok elméletének alapjait
ismerjiik. Az analizist elhagyjuk.

A tételben szerepld feltételek melletti algoritmussal eldonthetd nyelvek osztalyat
RL-1el jeloljiik. A tétel tomoren Gsszefoglalva ELERHETOSEGe RL.

* * *

A véletlen szerepe kikiiszobolhets. Ez a ,,derandomizacié” egy hosszu kutatas
koronaja. Csak megemlitjiik a végss tételt.

8. Tétel (Reingold, 2008). ELERHETOSEG € L.
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