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12. El6adas
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Jegyzeteld: Vass Madria 2012. Majus 2.

1. Véletlen szamokat hasznalé Turing-gépek

A véletlen szamokat hasznalé Turing-gépek az input mellett véletlen szamokat is
hasznalnak. Az ilyen gépeket (nyelvileg kissé helyteleniil) szoktak véletlen algorit-
musoknak /TG-nek is nevezni.

Definicié. A T véletlen szamokat hasznalé Turing-gép annyiban kiilonbozik az el-
donté Turing-géptsl, hogy az input- és munkaszalag mellett adott egy harmadik
szalag, az ugynevezett véletlenszalag, ami p ,véletlen forrast” tarol. Erdemes fel-
tenniink, hogy ezen a szalagon csak jobbra mozoghat a fej és csak olvashatja az épp
aktualis mez6t, tovabba hogy a p; karakterek (a p szalagtartalom i-edik karaktere)
uniform, fiiggetlen eloszlasuak.

inputszalag

[>[ofof1]z]of1]of1]0]1][1]]]

Sla[vla[w[e[a]' [5][5]5]al [ ] ] -

munkaszalag

[>]o[1]o|1]oofof1]o1]1]0]0]1]2]0O] - -

véletlen biteket tartalmazo szalag

1. abra.

Ez a Turing-gép modell hasonlit a nem-determinisztikus esethez. Ott is pluszban
egy szalag van (neve a nemdeterminisztikus esetben tamuszalag). Az atmeneti fiig-
gvény az ott lathatdo modon definidlhato/ Esetiinkben is egy valoszintségszamitéasi T'
Turing-gép futasa egy w input és egy p véletlen karaktersorozat altal meghatarozott.
Azaz a T-t leir6 dtmeneti fliggvény ismeretében

(w, p) = Kolw, p), K1, Kay ... ke — T(w,p) € {ELFOGAD, ELVET}
konfiguracidsorozat definidlhatd. Ez a T gép egy futésa.

Megjegyzés. A véletlen forrast tartalmazo szalag dbécéje tetszéleges lehet. Gyakori
a {0,1} valasztas, de gondolhatunk nagyobb (persze véges) abécére is. A {0,1}
valasztéas esetén a szalag karaktereire véletlen bitekként hivatkozunk.

A kés6bbiekben a véletlen TG-ek koziil azok érdekelnek, ahol a futési id6 kor-
latozott. Ebben az esetben adott inputnal (pontosabban adott inputméretnél) az
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egyik irdnyban végtlen véletlen szamokat tartalmazo szalag tartalmanak csak ko-
rlatozott részét olvashatjuk el. Adott inputnél az idékorlat miatt el nem érhets
véletlen karaktereket ,el is felejthetjiik”. Igy a szamitas mogott 1évs valoszintségi
mez6 nagyon egyszerti. Példaul Q = {0,1}*™ az uniform eloszlassal, azaz a lege-
gyszertibb kombinatorikus valészintiségi mezds.

Ha csak az inputot, w-t ismerjiik, akkor a futds nem meghatarozott. A lehetséges
futasok Osszessége egy gyokeres faban irhato le:

(Kzl K3 K
K Ko

Ky
K1 Ky "
) \ T 3
P olvasasa Ky
)
P, olvasasa Ly, —» K,

2. 4bra.

Ko

Egy input esetén a szamitas a fa gyokérétsl egy levélig vezets uton elfordulod
konfiguraciokat jar be. Ez lesz az inputhoz tartozé szamitasi ut. Ez egy valoszinuségi
valtozo, hasonléan a Galton-deszka tetején bedobott goly6 utjahoz.

A fenti modell leirdsa nem volt nehéz. DE mit jelent egy nyelv elfogadésa/kiszdmolasa?
To6bb lehetdség is van. Mi kettét emeliink ki.

Definicié. Egy L nyelvre L € BPP (Bounded Error Probabilistic Polinomial time)
akkor és csak akkor, ha létezik T véletlen Turing-gép melyre:

i) T polinomidejii w-ban,
ii) we L esetén: P(T'(w,p) = ELFOGAD) > 2/3,
mig w ¢ L esetén: P(T'(w, p) = ELVET) > 2/3.

Megjegyzés. Az ii)-ben szerepls két feltételt egyiitt is megfogalmazhatjuk: annak
az esélye, hogy T jo értéken all le, legalabb 2/3 minden inputra. Vagyis a hibazas
valoszintisége legfeljebb 1/3.

A hibazés lehetsége miatt nyelvileg jobban kifejezsk a VALOSZINULEG-JO és
VALOSZINULEG-ROSSZ elnevezések a két leallo allapotra.

Definicié. Egy L nyelvre L € RP akkor és csak akkor, ha létezik T véletlen Turing-
gép melyre:

i) T polinomalis w-ban,
ii) we L esetén: P(T'(w,p) = ELFOGAD) > 1/2,

mig w & L esetén: P(T'(w,p) = ELVET) = 1.

12-2



Megjegyzés. Azaz a hibazas csak az egyik irdnyban lehetséges. Ha a gépiink
ELFOGAD allapottal all le, akkor biztosan tudjuk, hogy w € L. Maés esetben 1
valoszintiséggel el kellene vetnie T-nek (a kombinatorikus valoszintiségi mezénél ez

a biztos esemény).
A két leallo allapot természetes elnevezése: BIZTOS-JO=ELFOGAD és VALO-
SZINULEG-ROSSZ.

A nemdeteminizmushoz hasonléan az RP osztaly definiciojaban egy aszimetria
van az elfogadas és elvetés kozott. Emiatt egy Gj osztaly bevezetése természetes.

Definicié. Egy L nyelvre L € coRP akkor és csak akkor, ha L = ¥* — L € RP.
Vagyis ekvivalens médon:

Definicié. Egy L nyelvre L € coRP akkor és csak akkor, ha létezik T véletlen
Turing-gép melyre:

i) T polinomalis w-ban,
ii) we L esetén: P(T'(w, p) = ELFOGAD) =1,

mig w & L esetén: P(T'(w,p) = ELVET) > 1/2.

2. Hibajavitas

Ha BPP definiciojaban i) és ii)-nél a 2/3-ot lecseréljiik 1/2-re, akkor egy semmit-
mondo6 osztalyt irnank le. Minden nyelv beletartozna azzal a trividlis algoritmussal,
ami beolvassa az els§ véletlen bitet, és ha ott 1-et lat, akkor ELFOGAD allapot-
tal befejezédne, 0-t latva pedig ELVET allapotba jutna (a véletlenszalagon a {0, 1}
abécet feltételezve). Ha a 2/3-ot 1-re felvinnénk, akkor pedig a definicionk a deter-
minisztikus szamolas irné le. Természetes, hogy a valodi definicioban szerepls 2/3
szam az (1/2,1) intervallumba esik. A konkrét valasztés azonban esetleges. Ezt irja
le a kovetkezs két észrevétel.

Eszrevétel. Ha RP definicijaban ii) elss feltételénél az 1/2-et 1/p(|w|)-re vagy
1 — 1/270«D_re cseréljiik, akkor RP definicidja valtozatlan marad (ahol p polinom).

Ha RP definiciojaban a modositott ii) elss sora
w € L esetén: P(T(w, p) = ELFOGAD) > 1/p(|w|),

akkor azt tessziik fel, hogy a hibazas (w € L, de a szamolas elveti w-t) valoszintsége
lgfeljebb 1 — 1/p(n). Az észrevétel a hibazas valoszintisége 1/2 ala vihetd (erdeti
definicio), s6t 1/29™ ala vihets a polinom idkorlat megtartasa mellett. Azaz az
észrevétel egy hibajavito képessége a véletlen algoritmusoknak.

Az észrevétel igazolasa, a hibajavité T' algoritmus: Az erdeti T' Turing-gépet
r-szer ismételjiikk (0j, azaz az el6z6ektdl fiiggetlen véletlen bitek olvasasaval), ha
valamikor ELFOGAD éllapottal torténik a futés, akkor leallunk és T is ELFOGAD
allapotii lesz. Azonban, ha mind az r alkalommal ELVET allapottal all le az ismétlés,
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akkor 7' is ELVET /VALOSZINULEG-ROSSZ allapoti lesz. T hibazasa akkor lehet-
séges, hogy ha w input L-beli, azonban minden ismétlés ELVET &allapothoz vezet.
Azaz mind az r fliggetlen ismétlés T-nek hibazé futésa. Tehat w € L esetén

P(T hibazik w-n) = (P(T hibazik ))" .

A leggyengébb feltevés esetén is — ha P(T hibazik ) < 1 — 1/p(n) — r-et poli-
nomialisnak kell valasztanunk ahhoz, hogy az eredeti hibazas r-edik hatvanya kivant
méretd legyen.

Eszrevétel. Ha BPP i) és ii)-ben a két 2/3-ot lecseréljiik 1/2 +1/p(|w|))-ra, vagy a
2/3-ot lecseréljiik 1 —1/2P0«D_ra akkor (mindkét esetben) nem valtoztatunk a BPP
osztalyon.

Az észrevételt ismét megfogalmazhatjuk, mint hibajavitasi lehetGséget: Azaz, ha
azt koveteljiikk meg, hogy w € L esetén: P(T'(w, p) = ELFOGAD) > 1/2+1/p(|w]),
mig w € L esetén: P(T'(w,p) = ELVET) > 1/2 + 1/p(Jw|) — vagyis a hibazés
valoszintsége legfeljebb 1/2 — 1/p(|w|)—, akkor a hibézas exponencidlisan kicsivé
tehetd (a polinom id6 megtartasa mellett).

Az észrevétel indoklasa: Legyen T egy L nyelvet relaxalt BPP modon eldéntd
Turing-gép. Azaz a hibazéas valoszintisége akar 1/2 — 1/p(|w|) nagysagu is lehet.
Legyen T az a Turing-gép, amely T-t r-szer (feltessziik, hogy r paratlan, azaz r =
25+ 1) fiiggetleniil (Gjabb és Gjabb véletlen bitek elolvasaséval) futtatja. Igy r darab
eredményt kapunk ({ELFOGAD,ELVET}Y egy eleme). Ugynevezett ,tbbségi
szavazas’ mondja meg, hogy mi lesz T eredménye. (Azért jo, hogy paratlan sokszor
futtatjuk T-t, mert igy egyértelmtien el tudjuk dénteni, hogy melyikbdl kimenetelbsl
van tobb.)

Meg kell becsiilniink a B

P(T téved w-n)

valoszintiséget. Legyen &; az a valoszintiségi valtozo, ami az i-edik ismétlés tévedésénél
1, kiilonben 0. &1, &, ..., &, fliggetlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok.

E& < 1/2— 1/p(lw)) 2 1/2 — €,

A ,,f téved w-n" esemény atfogalmazva: &1 +& +...+& > s+ 17, azaz ,& + & +
..+ & > /27 Azaz eseményiink része a kovetkezs eseménynek

S+t +&E—EG +&+. &) > e
Specialisan
P(T téved wn) < P& + &+ ...+ & —EE + &+ ... +&) > er).

A fels6 becsléstink standard valészintiségszamitasi eredményekkel becsiilhets. Példaul
a Chernoff-egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy

IP’(T teved w-n) < P&+ &+ ...+ & —EE+ &+ ... +&)>er) < 9p—<r/3.

Ha ¢ = 1/p(|w]), akkor is r nagysagat polinomialisnak kell valasztanunk ahhoz,
hogy ut6bbi becslésiink exponenciélisan kicsi legyen (1/29)).

12-4



3. Véletlen TG-ek osztalyainak helye korabbi oszta-
lyaik kozott

c sz

PCRPCNP

tartalmazasi lanc: Ha RP definiciojaban, az ii) esetben kikotjiik, hogy mindkét
0-nal nagyobb voltat tessziik fel, akkor N'P-hez jutunk. A P C coRP C coN P lanc
pedig a komplementalas/negalas tulajdonsagabol kévetkezik. A BPP nyelvosztély
beillesztése az el6bbi két észrevétel utan nyilvanvalo.

Az el6z6 bekezdés 6sszes osztélya PSPACE-ben van a kovetkezs észrevétel miatt:

Tegyiik fel, hogy T egy tani/véletlen szalagos Turing-gép t(n) (polinomialis)
idskorlattal. Feltehets, hogy az algoritmusunk plusz szalagjanak dbécé-je {0,1} és
az algoritmus t(n) bitet olvas el. A plusz szalag tartalmara 2! lehetség van.
Konnytd leirni egy T PSPACE-beli gépet, amely megszamolhatja az Gsszes olyan
tartalmat, amely T elfogad6 futasahoz vezet. Ezek utan ha T egy BBP /NP /coN P-
beli nyelvséget igazol, akkor T médosithato ugy, hogy a T altal elfogadott nyelvet

fogadja el.
Osszefoglalva:
PSPACE
¢ U O
NP BPP coN'P
> & > <
RP coRP
© <
P

A fenti nyilvanval6 tartalmazasokon tul két tovabbit emlitiink meg.

1. Tétel (Adlemann). A
BPP c Pnem—umform'

Bizonyitas. Legyen L € BPP. Ekkor (az észrevételeket felhasznélva) létezik T
véletlen Turing-gép tgy, hogy barmely w-ra P(,, 7" hibazik”) < 1/29(n), ahol ¢(n)
egy altalunk valasztott polinom, n pedig w hosszat jelenti.

Ekkor jeloljiik a rossz p-kat az alabbi médon:

R, ={p: T(w,p) futds eredménye hibas}.

Ha 6sszegezve az 6sszes w-ra az ,,r € R,” események valoszintiségét egy 1-nél hatéro-
zottan kisebb szdmot kapunk, akkor létezik olyan py véletlen szalagtartalom, melyre
igaz, hogy egyik R,-hoz sem tartozik hozza, azaz T'(w, py) futés barmely w-ra ko-
rrekt. FEz kénnyen elérhetd, hiszen [X|™ darab n hosszu input van és ,r € R,
valoszintisége 1/2"°-nél kisebbé tehetd.

A T(w, p) futas szamolasat egy polinom mérett halozattal leirhatjuk/kodolhatjuk.
Tudunk olyan halozatot csinalni, ami veszi az w és p bitkddjat és kiszamolja a futéas
végeredményét, ami 0 esetén ELVET, 1 esetén pedig ELFOGAD. Az (w, p) inputot
olvasé halézat polinom méretd és uniform.
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A tételt bizonyité halozat ugyanez a halozat lesz, de 0, 1-ek fognak szerepelni
azon valtozok helyén, amelyek a véletlen biteket kodoljak. (Igy csak az w inputot ko-
dolo valtozok lesznek inputkapuk a halozatban.) A véletlen bitek lerdgzitése/behuzalozésa
ugy torténik, hogy a py véletleszszalag-tartalmat kodolja.

Az 1j hélézat mar nem uniform, hiszen py megtalalasara nincs eljarasunk. Egy
Osszeszamolasi indoklas alapjan tudjuk létét. Masrészt halézatunk n hosza in-
putokon 7" Turing-gépet szamolasat végzi el, azaz L-et donti el. [

2. Tétel (Gacs Péter—Sipser).
BPP C 2P NIL,P.

Bizonyitas. (Lautemann) BPP zart a komplementéléasra, igy elég csak belatnunk,
hogy ¥5P-ben benne van. A tétel bizonyitasa el6tt elGszor definidljunk két fogalmat
és igazoljuk az aldbbi lemmat.

Definicié. Legyen R C XV,
Az R halmaz akkor és csak akkor ritka, ha |R| < 1/N|X%|.
Az R halmaz akkor és csak akkor stirti, ha |R| > (1 — 1/N)|ZN]|.

Fontos észrevenniink, hogy ezen fogalmak NEM egymas komplementerei.
3. Lemma (F6lemma). Legyen N > |X| tetszdleges. Ekkor
i) Ha R ritka, akkor tetszéleges ci,...,cy € BN esetén U;(R + ¢;) € XN
i) Ha R siirtd, akkor van olyan cy,...,cy € XV, hogy Ui(R + ¢;) = BV,

A lemma bizonyitasa: Az i) allitas trividlis, hiszen a R + ¢; halmaz elemsza-
ma megegyezik R elemszaméval (a ¢; hozzdadésa olyan, mintha a szdmegyenesen
eltolnam). Igy UY (R + ¢;)-ben kevesebb elem van, mint |X%|, ugyanis R ritka.

ii) rész bizonyitasdhoz valdszintiségszamitasi modszert hasznalunk. ¢y, ..., cy
véletlen, uniform eloszlast XV-beli elemek. Elég belatni, hogy

P(UY (R +¢;) = V) > 0.

Azaz ha véletlen ¢;-ket valasztok, akkor nem lehetetlen esemény, hogy az eltolt R-ek
egyiitt kiadjak LN-et. Az ,UN (R + ¢;) = ¥V eseményiink egy étirdsa:

,barmely Z"-beli z-re létezik olyan i index, melyre = € ¢; + R”,

azaz
,mindegyik z € ¥V-re (x — R) N {cy,...,cn} # 07,

azaz

,van olyan z € ¥V, hogy (z — R)N{cy,...,cny} =0 = B.

Tudjuk, hogy az x — R halmaz mérete legalabb (1 —1/N)|3Y|, mivel R siird. Ekkor
kapjuk, hogy konkrét o € XV esetén

1

P((w— R) N {ei} = 0) < 7
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tovabba a c;-k fiiggetlen valasztasa miatt

P((x — R)N{cy,...,en} =0) < (%)N

Jeloljiik B,-szel az x-hez rossz c;-k halmazat. Kaptuk, hogy B, valoszintisége kisebb,
mint (1/N)¥, tovabba felhasznalva, hogy z-ekbsl |L|V darab van, kapjuk hogy
P(UB,) =P(B) < 1. Ez adja a lemma allitasat. [
A tétel bizonyitasa: Legyen ¥ ={0,1,...,|X|—1}, additiv mod |¥| aritmetika-
val. Legyen T egy L € BPP-t bizonyité Turing-gép. XV-beli w esetén definidljuk a
kovetkezd halmazt:

J, = {w: amelyekkel 7' ELFOGAD éllapotba keriil w-n}.

Ha w € L, akkor J, strd, mig ellenkezs esetben, J, ritka. A Félemmat alkal-
mazva konnyen kapjuk a Tételbeli allitast. w € L akkor és csak akkor, ha léteznek
a Félemmabeli ¢;-k tigy, hogy barmely V-beli z esetén ¢; + J,, lefedi z-et valamely
¢ indexre, azaz kapjuk, hogy ¢; — x J-beli, ¢; — = véletlen szalagtartalom esetén
ELFOGAD-6 futasa van a Turing-gépnek.

A tétel bizonyitasdhoz mar csak azt kell belatnunk, hogy a fenti leiras L egy
Y9 P-beli nyelvként valo jellemzése. Valoban:

w€ L <= ey, ...,cyVare (T'(w,¢; — ) = ELFOGAD),

ahol a zarojeles kifejezés egy determinisztikus, polinomialis Turing-géppel eldénthe-
t6. Igy a bizonyitas mar teljes. [ |
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