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Roviden tekintsiik at, hogy jelenleg mit tudunk mondani a kiilonb6z6 bonyolult-
sagi osztalyok egymas kozotti viszonyairol.

NP NPSPACE
¢ & !
LCNL=coNLC|P PSPACE CEXP
O & I
co NP co NPSPACE

Az abréanak nyilvan a bekeretezett része a legérdekesebb és ennél tobbet a meg-

jelolt osztalyokrél nem tudunk. Még azt sem tekinthetjiik kizartnak, hogy P =
PSPACE.

1. P és PSPACE kozotti problémak

Emlékeztets. Akkor mondjuk, hogy L € NP, ha létezik olyan tantuszalagos (nemde-
terminisztikus) 7" Turing-gép, ami agy miikodik, hogy pontosan az L-beli w szavakhoz
létezik T taniszalag-tartalom tgy, hogy T'(w, 7) ELFOGAD éallapottal és w hosszaban
polinomialis idében leall. Formalisan:

L e NP <= vanolyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomialis |w|-ban és
weL & dr: T(w,T) elfogado

Definicié6. Akkor mondjuk, hogy L € co NP, azaz L € NP, ha létezik olyan
tanuszalagos (nemdeterminisztikus) 7 Turing-gép, ami gy mikodik, hogy pon-
tosan az L-beli w szavakhoz nem létezik 7 taniszalag-tartalom ugy, hogy T'(w, )
ELFOGAD allapottal all le w hosszaban polinomialis id6ben. Formalisan:

Leco NP <= vanolyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomidlis |w|-ban és
welL & Vr: T(w,T) elvets
<= van olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomiélis |w|-ban és
wel & V7 T(w,T) elfogadd

1.1. Példak

A kovetkezSkben példakat mutatunk a fenti abra bekeretezett részébdl. Az elsé
példahoz sziikségiink lesz a konjuktiv normalforméakrol tanultakra, ezért elevenitsiik
fel ezeket.
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Definicié. A ¢ formula konjuktiv normalforma (CNF), ha elsall

alakban, ahol minden C; kloz literalok diszjunkcidja, azaz

l;
ci=\/1".
j=1

A ¢ CNF felfoghato gy is, mint egy {C;} klozhalmaz, és minden kl6z értelmezhetd
tgy, mint egy {l;} literalhalmaz. Ez utébbi meggondolas alapjan a ¢ CNF hosszan a
lp] = %, |C;| szamot értjiik. Példaul, ha ¢ = (2 Vy VvV —t)A(—z V 2)A(z V —w V —u)A
u, akkor |p| =34+2+3+1=09.

Példa. Legyen OPT-CNF az a probléma, hogy egy ¢ CNF-fel kapcsolatban azt
akarjuk igazolni, hogy a ¢ altal leirt Boole-fiiggvényt nem tudjuk |¢|-nal kisebb
méretli CNF-fel megfogalmazni, azaz a ¢ a lehets legrévidebben irja le a Boole-
fliggvényt.

e OPT-CNF € PSPACE

Ennek a bizonyitdsdra adhatd egy olyan naiv algoritmus, mellyel megvizs-
galunk minden szoba johets lehetdséget. Igy tulajdonképpen exponencialisan
sok lehetdséget frunk a munkaszalagra, viszont ezek feliilirhatok, ezért elég
a polinomtar. Csak azokbol a valtozokbol épitkeziink, amik p-ben is van-
nak, kivalasztunk bizonyos kisebb méretd literal-részhalmazokat, és az Gsszes
értékadasra teszteljiik, és azt kell tapasztalnunk, hogy minden |p]-nél kisebb
méretd ¢ CNF esetén van olyan kiértékelés, amire ¢ és ¢ értéke kiilonbozik.

e A probléma formalizilt valtozata a kovetkezs:

Tp1e€ OPT-CNF <= V"¢ CNF-hez 3" v kiértékelés tgy, hogy
(Il <ol = ¥(v) # @(v)).

Emlékezziink vissza az fejezet elején felelevenitett definiciokra. Ott d7 és Vr
szerepel. Ez is hasonlo probléma, csak itt két kvantorok szerepel /alternal.

e A probléma ,valahol P és PSPACE kozott” talalhato.

Példa. Legyen PONTOS FGTLEN CSUCSOK az a probléma, hogy egy adott G
grafrol és egy adott t szamrol azt akarjuk igazolni, hogy a G gratban 1évg fiiggetlen
csticsok maximalis szama pontosan t, azaz

PFC := PONTOS_FGTLEN_ CSUCSOK = {"G,t": o(G) =t}.
e A probléma formalizalt valtozata a kovetkezd:

"G,t7€ PFC <« (31 CV(G): I fuggetlen és t = |I])
NI CV(G): I fiiggetlen — |I| < ¢).
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Azt vehetjiik észre, hogy a konjukci6 bal oldalan 4llo probléma N P-beli, a jobb
oldalan allo pedig co N'P-beli. Mindkét kvantorra sziikségiink van, tovabbé

PONTOS_ FGTLEN CSUCSOK € PSPACE,

viszont a PFC € NP és PFC € co NP megallapitasok koziil egyiket sem
mondhatjuk biztosnak. (A probléma ugyan PSP.ACE-en belil van, viszont
ugy érezziik, hogy N'P-n és co N'P-n kiviil.)

Definicié. Legyen H egy halmazrendszer V felett, azaz H C P(V'). Bevezetjik a
H-nak az A-beli nyomat:

TraceaH ={ANE: E€H}, ahol ACV.

Nyilvan TraceaH C P(A). Az A ponthalmazt telitettnek nevezziik, ha TracesH =
P(A). Most méar definidlhatjuk a Vapnyik—Cservonyenszki-dimenziot:

VCs-dimH = max {|A| : A telitett}.

Eszrevétel. A Vapnyik—Cservonyenszki-dimenzié a matematika sok teriiletén el6-
fordul, példaul a geometridban, kombinatorikiban, mesterséges intelligenciaban, il-
letve a statisztikdban is. A dimenzié névadoi is statisztikusok voltak.

Példa. Legyen VCS-DIM az a nyelv, hogy egy adott H halmazrendszerrdl és egy
adott k szamrol azt akarjuk igazolni, hogy ‘H VCs-dimenzi6ja legalabb k, azaz

VCS-DIM = {7V, H, k7 : VCs-dimH > k} .

A halmazrendszereket témor kddolassal kodoljuk.

ATV H, k" harmasban a (V, H) par tulajdonképpen felfoghato egy Cy halozat-
nak, ahol a v € V cstcsok log |V| biten kodolhatok, az E € H élek pedig log |H|
biten, és Cy kiszamolja, hogy v eleme-e E-nek. Ilyen kodolasnal a véletlen sé-
ta generalésa rendkiviil gyorsan megy, még egy milliészor milliés szomszédségi
matrix-szal megadhatd graf esetén is.

A probléma formalizalt valtozata a kovetkezs:

"V, k7 € VCS-DIM <= JAVR 3E (|A| :k/\(RgA;»R:AmE)).

VCS-DIM € PSPACE.

2. Tovabbi osztalyok, polinomialis hierarchia
Definicié (X;P nyelvosztaly).

L e ¥,/P <= dT polinomialis Turing-gép, melyre 37, Vo, 373, ..., QX; ugy,
hogy w € L & T(w, 11, i, 73, . . ., X;) ELFOGADO,

ahol Q = {El’ ha 7 paratlan, s X {/ii, ha i péros,

. i = o
V, ha i paros. 7;, ha ¢ paratlan,
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Definicié I1;P nyelvosztaly.

L ell;P <= dT polinomiélis Turing-gép, melyre VY, 37, Vus, . .., QY; ugy,
hogy w € L & T(w, ji1, 7o, i3, - . ., Y;) ELFOGADO,
ahol ) = {

T;, ha 1 paros,

4, ha ¢ paros, oV 1, ha i paratlan,
C P =
V, ha ¢ paratlan.

Eszrevétel.
o [[(/P=%P=P.
e X\ P=NP.
o I[,P =coNP.

L] 7) = 2073 = Hop g 217), Hl'P Q 2273 N HQP Q 227), HQP g 237) N ng g
SoP, ILP C ... C S,PNIL,P C S,P, I,P C Sy PN, P C ... C
PSPACE.

Definicié (Polinomialis hierarchia, PH). PH = [,y ILP = U,y ZiP.

Eszrevétel. A definicié masodik egyenlésége tulajdonképpen egy allitas, aminek
a bizonyitasa egy egyszerid meggondolas, ahol azt kell belatni, hogy a jobb oldali
feliilrél becstili a bal oldalit, és forditva.

Definicié (Alternalé polinomialis idG, AP).

L e AP <= dT Turing-gép, melyre 31, Vuq, I, Vo, ..., Iy, Vuy gy,
hogy w € L & T(w, 71, fi1, - .., T, ptn) ELFOGADO,

T polinomialis |w|-ban.

Megjegyzés. A gép polinomialitasabol kovetkezik, hogy N is legfeljebb polinomiélis.
Lehetséges, hogy N fiigg |w|-t6l. Ez egy tobblet a polinomialis hierarchidhoz képest.

1. Tétel.
1. PH C AP.
2. AP =PSPACE.

Bizonyitas. (Vézlat)

A tétel els6 része trivialis.

A maésodik rész bizonyitasdhoz azt kell kihasznalnunk, hogy QBF € PSPACE
és QBF € AP. Tudjuk, hogy a QBF az PSPACE-teljes és konnyen belathatod, hogy
a QBF nyelv AP-teljes is. Kordbban tanult dolgokat kell alkalmazni, példaul egy
Turing gépet atirni Boole-formulava polinomidében, megfelelé hélozatot gyartani,
ahogy ezeket mar korabban megcsinaltuk. Tovabba, visszavezetések alkalmazasaval
kijon, hogy AP C PSPACE és AP O PSPACE, és ebbdl mér kévetkezik a koztiik

1év6 egyenlGség. [ |
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3. SAT és halézatok

Emlékeztets. L € P akkor, ha létezik {C,,} halozat-sorozat, amely
(i) n inputbitbdl szamol ki egyet,
(ii) csucsainak szama/mérete kisebb, mint p(n), valamely p polinomra,

(iii) a halézat input bitjei ¥¥ elemeit kodoljak (n = (log, |X|) - v, w € X" input
esetén w kodja legyen [w!), tovabba w € L akkor és csakis akkor, ha C,,(fw!) =
1, azaz C,, az w kodjan az elfogadast/elvetést kodolo bitet szamolja ki,

(iv) C, L-ben megkonstrualhato 1™-bdl.

Megjegyzés. A visszafele irany is igaz. Azaz, ha az L nyelvhez van fenti tipusi
hélozat, akkor w-bol felithaté az w-t kodold bitek, ha ezek szama v, akkor C), a
halozatot is ki tudjuk szamolni, végiil értékelni. Az eredd eljaras mutatja, hogy
LeP.

Definicié. L € premuniform akkor és csakis akkor, ha (i)-(iii) igaz. Azaz P fenti
lefraséabol csak a halozat-sorozat ,,uniformitasat” nem koveteljiik meg.

Megjegyzés. A Prem-uniform pyelvosztaly ,furcsa” az eddigiekhez képest. Nincs
benne az eddig ismert legbvebb kiszamithatosaggal kapcsolatos osztalyban, S-ben,
azaz a felsorolhato nyelvek osztélyaban.

) DD DOEXPSPACED...ONPOP...
')

Pnem—uniform

Vegyiink egy B C N bonyolult (nem felsorolhat6) halmazt. Legyen L := {1¢:
¢ € B}. L nyilvan nincs benne S-ben, hiszen ha ezt a halmazt fel tudnank sorolni,
akkor B elemeit is felsorolnank.

L C {0,1}* benne van Prem-uniform_han: Keétféle inputméret van, B-beli és nem
B-beli. Egyik inputmérethez semmit sem kell elfogadni, mert olyan hosszban nincs
semmi a nyelvben, a mésik inputméret pedig olyan, hogy csupa egyes inputot kell
elfogadni. Az els§ esetben halozatunk, ez az elsé valtozot és negaltjat ES-sel koti
ossze. A masodik esetben a héalozat az Gsszes valtozot ES-sel koti ossze. Eszreve-
hetjiik, hogy a kétféle halozat énmagaban nagyon egyszeri (mérete polinomidlis,
s6t linearis), de nagyon bonyolultan, rapszodikusan valtozik. Mivel nem koveteljitk
meg, hogy az n inputboél megkonstrualhato legyen, igy beleillik a modelliinkbe.

Emlékeztets. Sejtés: SAT ¢ P. A sejtés alapja, hogy SAT € P-bdl kovetkezik,
hogy P = N'P. Ez pedig ,varatlan” lenne.

A sejtés atfogalmazasa: SAT nem szamolhato ki £-ben megkonstrualhato poli-
nomialis hal6zat-sorozattal.

Kérdés: SAT ¢ prem-uniform? Qeitas: SAT ¢ Pprem-uniform = Aza; SAT polinomialis
méretii halozatok nem-uniform sorozataval sem szdmolhato ki. A sejtés cafolatanak
lenne-e bonyolultsagelméleti kdvetkezménye?

Miel6tt a kérdést koriiljarnank nézziik Prem-uniform okvivalens leirasait.
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2. Lemma. A kovetkezdk ekvivalensek:
(Z) Le Pnem—umform'

(ii) Létezik az w input hosszdban polinomidlis T" nemdeterminisztikus (taniszala-
gos) Turing-gép, és létezik {t,}>°, tanisorozat, hogy w € L akkor és csakis
akkor, ha T(w, t,|) = 1 (azaz w-n a szamitis ELFOGAD dllapotba vezet).

(iii) L <5 S, valamely S C ¥* alkalmas ritka nyelvre (definiciok aldbb).

Definicié. Egy S nyelv ritka, ha benne az n hosszu szavak szama n-ben polinomialis
(azaz nagy n-re joval kevesebb, mint a teljes lehetGségek |X|™ exponenciélis szama).
Formalisan van olyan ¢(n) polinom, hogy |S N ¥"| < ¢(n).

Definicié (Turing-redukcid). L j};uring S akkor és csak akkor van olyan poli-
nomialis idejd Turing-gép, amely w L-hez tartozasat donti el. Szamoléasa alatt ,,7”
allapotba mehet a gép, aminek van egy kérdezdszalagja is. A specialis allapotba
keriilés egy kérdés: a kérdezdszalagra az el6z6 kérdés ota felirt karaktersorozatrol
deriil ki (egy lépésben) az S-hez tartozéas. Az ,egy lépésben kideriil” alatt azt értjuk,
hogy a rakovetkezs konfiguracioban BENNE-VAN vagy pedig a NINCS-BENNE a&l-
lapotkomponense lesz, aszerint, hogy a kérdez@szalag tartalma S-beli vagy sem.

Az S-et szoktak ordkulumnak is nevezni. S tulajdonképpen egy ,,meg nem irt
szubrutin”, ami ha valamilyen médon megirhatd, mondjuk megirasa konnyd, akkor
L sem lehet nehéz.

Bizonyitas. (i)=-(ii): Minden n-hez tartozik egy hossz, amelyben bitekkel kodoljuk
az X" elemeit. Legyen ez v. Ha L nem-uniform polinomiélis idében van, akkor
tartozik hozza egy {C,,} halozat-sorozat. Legyen t,, a C), halozat kodja. A T Turing-
gép a tanu-szalag tartalmabol kiolvassa C),-t, az input-szalag tartalmat 0—1 bitekkel
kodolja, majd a C,-t ennek tartalmén kiértékeli. Ha 1-et kap ELFOGAD, ha 0-t
ELVET allapotba keriil.

(il)=(iii): Tegyiik fel, hogy létezik egy nem determinisztikus, polinomialis gép
az input hosszatol fiiggs tantval. Ezt vissza tudjuk vezetni egy S ritka nyelvre. Ha
ismerjiik a tanit, P id6ben egyszert a feladat, de ez ritka. Legyen S := {(1%, tfe) :

k € N, ¢ <t hossza}. S a kovetkez6 alaka: 111 ... 1; . elsé ¢ karaktere”
—_—
k db
(0 <2).

3. Allitas. Az el6bb definidlt S nyelv ritka.

Valoban, a kezds 1-es blokk elemszdma meghatarozza, hogy melyik tantnak
a része kovetkezik. Azaz a kezds 1-es blokk hossza és a teljes hossz ismeretében
azonsitani tudjuk S elemét. Ebbgl adodik S ritkasaga.

Adott egy input, aminel L-hez tartozasat kell eldonteni. Ehhez egy polinomialis
S-ordkuliumos gépet irunk le.

El6szor t),-t hatérozzuk meg. Beirjuk az 11l karaktert, majd megkérdezziik,

hogy ¥ := {01, ..., 0x} valamely elemét utanairva S-beli elemet kapunk-e:
?
1l ¢, €8
?
1l oy e 8
?
1l g, €8
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Ha igent kapunk, akkor megvan a tantinak az elsg bitje. Rekurziven tovabbhaladunk.

Ha végigmenve az abécén végig azt kapjuk, hogy ,nem” akkor az eddigi bitek
megadjak a tanut.

A redukilé algoritmus a fenti moédon polinom idében kiszamolja az inputhoz
tartozo t|,| szot és a feltételben szerepld T' algoritmussal eldonti az input L-hez
tartozasat.

(iii)=(i): Konstrualunk egy halézatsorozatot. Kordbban lattuk, hogy egy Turing-
gépbdl (adott inputhossz esetén) hogyan lehet egy a szamoléaséat szimulalo halozatot
konstrualni. A gondolatmenetet megismételjiikk a redukciét bizonyité orakulumos
Turing-gépre.

Természetesen a konfiguracioban ott szerepel e kérdezgszalag tartalma is. Egyetlen
lényeges kiilonbség van. Kezelniink kell a ‘7’ allapotot. Az id6korlat miatt tudjuk
a kérdés hosszat becsiilni. Az S-hez tartozés igy egy polinomiélis méretii S-beli
részhalmazhoz tartozassal ekvivalens. Ha egy ¢ hosszi k kérdést tesziink fel az
orakulumnak, akkor az

(s1=k)V(sa=Fk) V...V (squ) = k),

ahol s; az S ritka halmaz ,rovid” elemei. A lista ismeretében egy polinomialis
méretd, ezt eldonté halozat megtervezhetd, barmi is legyen az inputméret.
A bizonyitas befejezése a korabbiak alapjan standard moédon megy. |

A fent definialt halozatrol nem allithatjuk/allitjuk, hogy uniform. Egy konfig-
uraciobol a kovetkezé kiszamolasa esetén szamolnunk kell, hogy egy S-hez tartozast
dontiink el. Ez S ritkasdga miatt megtehets, de uniformitasrol szd sincs.

* * *

Elérevetitjik merre haladunk. Tudjuk, hogy SAT € P-nek nem vart kévetkezményei
lennének. Mi a helyzet SAT ¢ Pprem-uniform agatén?

4. Tetel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT € Prem-unidform qkkor
I[P C XP.

A fenti karakterizacié alapjan ez a tétel megfogalmazhato a kovetkezd alakban.

5. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT jgm"g S, ahol S ritka nyelv,
akkor IIyP C 35P.

A Karp-redukcio felfoghaté Turing-redukcioként is, ordkulum nélkiil szamolunk,
egyetlen kérdést generdlunk és csak ezt az egy kérdést tehetjik fel S-nek, amire
kapott valasz az outputja. Mahaney vette észre, ha a Karp—Lipton, Sipser tételének
feltételben szereplé Turing-redukacional erGsebb Karp-redukciot tessziik fel, akkor
ergsebb kovetkezményt igazolhatunk.

6. Tétel (Mahaney-tétel). Ha SAT <5"" S, ahol S ritka nyelv, akkor P = N'P.

A jov6 héten ezeket a tételeket igazoljuk.
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