ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

9. Elsadés

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Hajgnal Péter 2012. aprilis 4.

1. Tovabbi N'P-teljes problémak

1.1. Halmazrendszerekkel kapcsolatos problémak

Definicié. H halmazrendszer a V' halmaz felett, ha H C P(V). H elemei a halmaz-
rendszer élei. k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Gsszes éle k
elemi. Tehat az egyszert grafok pontosan a 2-uninform halmazrendszerek.

Eszrevétel. V, H halmazrendszer kénnyen leirhaté B péros graffal. A két szinosztaly
V' (fels6 pontok) és H (als6 pontok). Az alaphalmaz egy v eleme/csucs akkor és csak
akkor van 6sszekotve H egy E elemével /éllel, ha v € F.

A halmazrendszert lehet kodolni pont-él illeszkedési métrixszal. Ez egy n x m
méretd 0-1 méatrix, ahol n = |V| és m = |H|
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1. abra. Egy halmazrendszer a kozépiskolai Venn-diagrammal lerajzolva, a hozza
tartozo, 6t kodold B paros graf és a pont-él-illeszkedési matrix

*

Definicié. A grafelmélet fiiggetlen cstucshalmazanak fogalméat kétféleképpen ter-
jeszthetjiik ki halmazrendszerekre:

e [ fiiggetlen, ha minden E € H élre £ € I.

e ] fiiggetlen™: ha minden F € H élre |[ENI| < 1.
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Definicié. FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=
{[V,H, k] : van olyan I fiiggetlen csticshalmaz, hogy |I| = k}.
FGTLEN*-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=
{[V,H, k] : van olyan I fiiggetlen* csticshalmaz, hogy |I| = k}.

A paros graf kodolason alapulva kénnyti lefrni a fiiggetlen® halmazokat. Ezeknek
B-ben fels§ pontok egy olyan I halmaza tartozik, amelyekre nem illeszkedik V-alak,
azaz olyan a € A, f, f' € I C F pontharmas, ahol a 0sszekotott f és f/'-vel.

Definicié. Legyen B egy halmazrendszert leird péaros graf. Az also/felss szerepek
felcserélésével a B* paros grafot kapunk. Ez a B* | elolvashaté halmazrendszerként"
visszaalakitva halmazrendszerré a V* = H, H* = V dualis halmazrendszert kapunk.

A redukciok sorozatat egy trivialitdssal kezdjiik.

1. Tétel. (i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN-CSUCSOK-HRSZBEN
(ii) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN

Valéban, a grafelméleti problémé grafja a halmazrendszerek egy specialis esete.
A grafelméleti fliggetlenség mindkét halmazrendszeres fiiggetlenség fogalom specialis
esete.

Definicié. FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =
{[V,H, k! : H-ban J k db olyan él, amelyek paronként diszjuntak}.
A kovetkez6 tétel mar kevésbé nyilvanvalo.
2. Tétel. FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN < FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Bizonyitds. V,’H, k-bol képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig tartsuk
meg: V* H* k.

Azt kell eldonteniink, hogy az erdeti halmazrendszert leir6 B paros grafban van-
e k fels6 pont gy, hogy ne tamaszkodjon ra V alak. V* H* paros grafja éppen
a fejetetejére allitott B. Azaz az eredeti dontési feladat ekvivalens azzal, hogy
fejreforditott B grafban van-e k alsé cstcs (k darab él), hogy ne tamaszkodjon ra A,
azaz paronként diszjunktak legyenck. Azaz FGTLEN-ELEK-HRSZBEN problémat
kell megoldani V*, H*, k esetén.

Azaz a kiindul6 transzforméacié a tételt igazold redukcei6. |

Megjegyzés. FGTLEN-ELEK-GRAFOKBAN probléma, masképpen PAROSITAS
={[G,k] : v(G) > k}. Az Edmonds-algoritmus alapjan ez egy P-beli probléma.
Azaz a grafokra vonatkozo eset konnyen kezelhetd.

Definicié. PARKETTAZAS —
{[V,H] : léteznek Ei, ..., Ey paronként diszjunkt élek, hogy UE; = V'}

3. Tétel. FGTLEN-ELEK-HRSZBEN<PARKETTAZAS.
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Bizonyitds. Legyen V,’H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter. El
kell donteni, hogy van-e k db diszjunkt él.

A konstrukciot tobb lépésben végezziik el. ElGszor H-t ugy transzformaljuk,
hogy uniform legyen: Minden E élhez S — |E| sok j pontot vesziink fel (kiilon-
b6z6 élekhez kiilonb6zd Gj pontokat hasznalunk). A modositott halmazrendszerre
vonatkoz6 probléma nyilvan ekvivalens a kiindulé problémaval.

A konstrukcié mésodik lépésében mar feltessziik, hogy H egy S-uniform hal-
mazrendszer. Ebben a lépésben V(H)-hoz hozzavesziink |V (H)| — k- S darab 1]
cstcsot (legyen Va kapott ponthalmaz), H elemei pedig H elemei és minden régi-ij
csucsparra egy-egy Gket tartalmazo kételemii halmaz.

k=2 S=3

2. abra. Az 5. Tétel redukcidja. |V|—kS =8—2-3 =2. A két 4j pont és a hozzajuk
tartozo grafélek a jobb oldalon szerepelnek pirosban.

Eszrevétel. (V,H) parkettézasahoz le kell fedni a [V| — kS darab 6j cstcsot, ami
csak a |V| — kS darab 0j cstucskettdssel lehet. A maradék parkettazo élek csak régi
élek lehetnek, amelyek kS cstuicsot fednek le. Azaz a parkettazas ad k fiiggetlen elt
H-ban.

Az észrevétel gondolatmenetének megforditasa teszi teljessé a bizonyitas elméleti
részét. |

* * *

Definicié. HALMAZRENDSZEREK SZINEZESI PROBLEMAJA: adott egy H
halmazrendszer és egy k természetes szam. Kiszinezheték-e V(H) elemei k szin-
nel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen monokromatikus?

4. Tétel. HALMAZRENDSZEREK SZINEZESI PROBLEMAJA NP-teljes.
Bizonyitds. A grafelméleti szinezési probléma altalanositasa. |
Grafok esetén a 2-szinezhetGség esete konnyen kezelhetd volt.

Definicié. HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE: Adott egy H halmaz-
rendszer. Dontsiik el: kiszinezhetk-e V(H) elemei 2 szinnel tgy, hogy semelyik
H-beli halmaz ne legyen monokromatikus.
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5. Tétel. PARKETTAZAS < HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE.

Bizonyitds. Adott egy V,’H input a parkettdzds probléméhoz.

Konstrukcié: V = H U {p, z}. H-hoz minden E, F' metsz6 H-beli élparra legyen
Zpr={E,F, z} egy él. Minden v € V esetén legyen R, = {E :v € E € H} U{p}
cgy H-beli él. Tovabba legyen {p, z} is egy H-beli él.

3. dbra. A, B,C, ..., H, I pontosan a halmazrendszeriink élei. B,C, D, E pontosan
az a elemet tartalamzo élek. C' és F' élek metszGek. A fenti informaciokbol kiolvasha-
t0 éleket rajzoltuk be az abraba, amely a redukcié megfelel§ toredékét tartalmazza.

Eszrevétel. ‘7, H egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a {p, z} él
kényszerit a teljes paletta hasznalatara). Az eredeti éleknek megfelels csticsok koziil
a zold szin kijelol egy élhalmazt. Ezek parkettazzak az eredti halmazrendszert.

Valoban, koztiikk két metsz6 ¢l egy Zg p tipust zold-homogén élhez vezetne a
redukcié eredményében. Mig egy lefedetlen v csuics (az eredeti halmazrendszerben)
adna egy R, piros-homogén élt.

A gondolatmenet megfordithato, a bizonyitas teljes. [ |

* * *

Az alabbi problémak mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek elGadason.
Csak megemlitjiik az érdekl6dd olvasoknak és Gtletet adunk az igazolashoz.

Definicié. HARMASITAS: adott harom azonos méretii halmaz és ennek transzver-
zalisaibol all6 3-uniform halmazrendszer. Van-e a halmazrendszernek olyan részhal-
maza, amely a harom halmaz uniéjanak particidjat adja?

Otlet. Szokasos visszavezetés: 3-SAT.

Definicié. 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTICIO: adott egy 3-uniform
halmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza, ami az alaphalmaz particioja?

Otlet. HARMASITAS altalanositasa.
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1.2. Egyéb problémak

Definici6. DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEGRENDSZER: adott egy Az < b
egész egylitthatos linearis egyenlGtlenségrenszer. Van-e megoldésa egész szamokban?

6. Tétel. DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEGRENDSZER N P-teljes.

Bizonyitds. N'P-beliségre tant egy megoldas.

Az N'P-nehézség bizonyitasahoz a SAT-ot vezetjiik vissza a problémara: adott
egy konjunktiv normélforma. Minden x; valtozéra bevezetjiik a 0 < z; < 1, és
minden (21, ..., 2) klozra a t; +. ..+t egyenlStlenséget, ahol t; = x;, ha t; = z; és
ti = 1—x;, hat; = 7;. Konnytd latni, hogy az egyenlStlenségrendszer polinom idében
megkonstrualhatd, és pontosan akkor megoldhaté, ha a konjunktiv normalforma
kielégithetd. |

Definici6. RESZLETOSSZEG—
{[A,b] : ACN,be N,van olyan R C A, hogy az R-beli szamok Gsszege b}.

A feladat egy egyszeri értelmezése: A a pénztarcankban 1évé érmék értékeit
OsszegyUjts halmaz . A, b kodja akkor tartozik az elfogadando nyelvhez, ha b 6sszeget
pontosan ki tudunk fizetni a pénztarcankbol.

7. Tétel. RESZLETOSSZEG N'P-teljes.

Bizonyitds. RESZLETOSSZEG nyilvan N'P-beli. Belatjuk, hogy PARKETTAZAS
< RESZLETOSSZEG.

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja. Ki lehet-e valasztani olyan parket-
tahalmazt/élhalmazt, amivel ki lehet parkettazni a V-t/padlot?
Konstrukcié: Legyen w: V — {1,a,a?,...,aVI"'} tetsz6leges bijekci6. Az érték-
készletre gondoljunk mint az a alapt szamrendszer helyiértékei.

Legyen £/ € H esetén ap = ) . .pw(v). Legyen A = {ap : £ € H} és
b=11...1, =) ey w(v). Ezzel leirtuk a részletésszeg probléma egy inputjat.

Eszrevétel. Ha a értékét |H| + 1-nek valasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapt szamrendszerben maradék tovabbvitele nékiil
kiszamolhato.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl allo szam elGallitasa
mint részletosszeg ekvivalens az eredeti halmazrendszerre vonatkoz6 PARKETTA-
ZAS feladattal (alkalmasan nagy a esetén).

A redukcié soréan elforduld legnagyobb szam S = ELZ‘OA al = < aVl.
Kodjanak hossza |V|loga = |V|log(|H| + 1). Redukcionk polinomialis. [ |

alVi—1
a—1

* * *

Az alabbi problémak mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek elGadason.
Csak megemlitjiik az érdekl6dd olvasoknak és otletet adunk az igazolashoz.

Definici6. HATIZSAK: Adott targyak T halmaza. Minden ¢ € T targyhoz tartozik
egy V; térfogat és egy v, érték (v, V; € N). Adott egy hatizsak, amelybe legfeljebb H
ossztérfogatu targyakat pakolhatunk. Tovabba adott egy L értékhatéar. (H, L € N.)
Kivalaszthato-e T' egy részhalmaza tgy, hogy elférjen a hatizsakban és Osszértéke
legaldbb L legyen?
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Otlet. Szokasos visszavezetés: 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTICIO.
Definici6. LADAPAKOLAS: adott egész szamok A halmaza, egy b és egy ¢ egész

c stz

osztaly Osszege legfeljebb ¢?
Otlet. Szokasos visszavezetés: HARMASITAS.

2. Egy PSPAC E-teljes probléma

Definicié (kvantifikalt Boole-formula probléma, QBF). Legyen a ¢ Boole-formula
a kovetkezd alaka: ¢(xy,y1, T2, Y2, ..., Tn,yYn). Ekkor a

YV Iy Ve Tys . . Vo, Jyne(T1, Y1, T2, Yoy - -« s Ty Yn)
vagy igaz, vagy hamis. A probléma az, hogy dontsiik el, hogy melyik.
8. Tétel. QBF PSPACE-teljes, vagyis

e (i) QBF € PSPACE
e (ii) VL € PSPACE : L <p QBF

Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy QBF N'PSPACE-teljes. Ez a tétel allitasa, hiszen
tudjuk, hogy NPSPACE = PSCPACE.

(i) Konnyen belathato.

(ii) Ahogy altalaban a tar korlatozott dontéseknél tettiik, egy tetszéleges L €r
NPSPACE nyelvre az w L-hez tartozasanak dontési feladatat visszavezethetjiik az
ELERHETOSEG eldontésére a (Gr,,, START, ELFOGAD) input esetén, ahol Gr,,
a redukalt konfiguraciok grafja:

w € L & létezik START-ELFOGAD (iranyitott) ut Gr,-ban.

Gr. egy 2" pontszami graf. Egy cstics kodja logaritmikus a csticsok szaméaban.
Vagyis mindegyik cstcs n® hosszban kodolhato.

Persze nem az ELERHETOSEG inputjat gyartjuk le. Ennek ,kdltsége" PSPACE,
ami megegyezik L bonyolultsdgaval, igy nincs értelme. (A gondolatmenet N'L és £
viszonyaban mikodott. )

Az igazi" visszavezetés egy formulat gyart le. Ehhez sziikségiink lesz néhany
jelolésre.

Jeldlés. Legyen N := n®.

u~wv jelolje azt, hogy alapgrafunkban u-bol elérhets (irdnyitott értelemben) a v
csucs.

u~ v jelolje azt, hogy alapgrafunkban u-bol legfeljebb i lépéssel elérhetiink
v-be.

Esetiinkben az alapgraf G, pontszama 2V. Igy u~v akkor és csak akkor, ha
uﬁgng.

Az alapotletiink az, hogy felosztjuk az utunkat két részre egy kozépsé k csticesal,
elébb csak egy k csiicsig megyiink el START-b6l maximum 2V~! 1épésben, majd
onnan szintén maximum 2V~! lépésben ELFOGAD-ig.
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Eddigi 6tleteink formalizélva:
wel & START~ .o, ELFOGAD,
STARTZ)SQNELFOGAD & Elvk(STARTZ)%Nflk) A ( Z)SWAELFOGAD).
Az 6sszes csucs (START k,ELFOGAD) N (n-ben polinomialis) hosszu bitsorozattal
kodolt. A Jyk azt jelenti, hogy N hosszu kodszavak (csticsokat kodolo bitsorozatok)
kozott létezik. Azaz N darab, bitekre vonatkozo egzisztencialis kvantor sorozata.
Gondolhatunk arra, hogy nincs mit tenni csak iteralni kell ezeket az Gtleteket.
Formuldnkban két helyen is szerepel az :)Sgw_l relacio. Iteralasnal (N mélységre
van sziikségiink) a formula nagysaga exponencialisan nagy lenne. Még egy Otletre
van sziikségiink. A fenti formuldnk ekvivalens azzal, hogy

IvkVyeVyc : (c=START A = k) V (¢ =k A = ELFOGAD) — ¢~ cov-1(.

Ezt a gondolatmenetet iterdlva mar a kapott formula mérete polinomialis lesz.
N = n® iteralas kell és mindegyik csak hozzaad a fomruldhoz egy polinomialis hosszt
0j részt. A bizonyitas befejezéseként csak ellendrizziik, hogy az iteracié elindul: Az
iteracio legmélyén 1évs formulak: u= <jv azt jelentik, hogy ‘u = v vagy u-bol vezet él
v-hez’. Ez egy egyszert (kvantor nélkiili) Boole-formulaval megfogalmazhato relacio.

Az Jyv jelolés csaloka. v N darab bittel kodolt, ezek mindegyike létezik kvan-
torral kotott. Ugy tiinik, hogy az alternalé kvantorok feltétele nem teljesiil. Nincs
probléma. Uj véltozok bevezetésével a kvantorok alternalasa megoldhato. Ha az 1j
valtozokat csak kvantifikalt forméban hasznéljuk, akkor nem befolyasoljak a formula
logikai értékét. |

Megjegyzés. A QBF feladat inputjaban nem az volt a fontos, hogy a létezik kvantor
utan egy minden kvantor kovetkezik és forditva, hanem az, hogy kvantorok véltako-
zasdnak szama tetszélegesen nagy lehet.

Ezzel a legfontosabb nyelvosztalyokra talédltunk teljes problémékat. Azaz olyan
problémékat, amelyek tiikrozik a nyelvosztaly teljes nehézségét. Ha ezekrdl a teljes
problamakrol tudunk valami ,okosat" mondani, akkor az egész osztalyrol kapunk
fontos informaciot.
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