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Emlékeztets. Legyen V = {1, 29,...,7,} egy valtozo halmaz. Legyen L = VUV a
literalok halmaza (V a negélt valtozok halmaza, azaz {T1, %o, ..., T,}) L egy részhal-
mazat kloznak nevezziik. Esetiinkben a klozra tigy gondolunk, hogy a hozza tartozé
literalokat V logikai mitivelettel, azaz diszjunkcidval kapcsoljuk 6ssze. Egy ¢ kon-
junktiv normalformaban 1évé formula (CNF formula) klozok egy halmaza. Erre a
klozhalmazra tgy gondolunk, hogy a klozok A logikai mtvelettel, azaz konjukcidval
kapcsoljuk 6ssze. Egy ¢ CNF formula kielégithetd, ha adhato V' egy kiértékelése
(ami természetes modon kiterjeszthets L egy kiértékelésévé), amelyre minden kloz-
ban lesz igazzé kiértékelt literal.

SAT = {[¢] : ¢ kielégithets CNF}

egy N'P-beli nyelv. Cook—Levin-tétel alapjan ez egy N'P-teljes nyelv.
Ha egy N'P-beli L nyelvet polinomialis id6ben redukalunk SAT-ra, akkor L is
NP-teljes. Igy tovabi N P-teljes nyelvekhez jutunk.

1. Tovabbi NP-teljes problémak

1.1. SAT valtozatai

Legyen (= 3)-SAT azon kielégithetd CNF formulédk kodja, melyekben minden kloz
pontosan 3 literalt tartalmaz. Legyen (< 3)-SAT azon kielégitheté CNF formulak
kodja, melyekben minden kloz legfeljebb 3 literalt tartalmaz.

1. Lemma. (= 3)-SAT <p (< 3)-SAT, tovabbd (< 3)-SAT=p(= 3)-SAT.

Bizonyitds. Az els§ redukci6 nyilvanvalo, hisz a (= 3)-SAT probléma egy speciélis
esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithetGség szempontjabol
ekvivalens formuléavé alakitjuk, gy, hogy a kl6zok mérete harom legyen. Egy ¢ input
3 méretd klozait tartsuk meg, mig a kicsi klozaikkal az alabbi operaciot végezziik el
(parhuzamosan): Egy C': (£1,(5) ,kicsi" klozt helyettesitsiink a (¢1, €2, u), (¢1,ls, )
klozparral. Természetesen formuldnk kielegitése esetén C' is igazza valik, ami a C-t
helyettesitd klozokat is igazza teszi. Forditva: A C-t helyettesits klozpart csak ugy
tudjuk kielégiteni, ha az eredeti C-t is kielégitjiik.

A fenti példaban a kicsi kloz két literalt tartalmazott. Ennél is kisebb kl6zokra
is alkalmazhato otletiink. Eredménye: ekvivalens formula eggyel nagyobb klézokkal.
Otletiinket iteraltan kell alkalmazni, amig minden kloz harom mérettivé valik. W



Ha két nyelv ,oda-vissza" redukalhato, akkor (polinomidlis redukciora) ekviva-
lensnek mondjuk. Ekkor a két probléma egyenértékii (,modulo" polinomidlis szé-
molas). A fenti tétel egy ekvivalenciat allit. Ez alapjan a két probléma egyenértékii.
Ha a 3-SAT nyelvet emlitjiik, akkor alatta a fenti két nyelv barmelyikét érthetjiik.
Természetesen, ha 3-SAT-ot redukaljuk, akor az input CNF-r6l feltessziik, hogy min-
den kloza harom literalt tarrtalmaz. Ha 3-SAT-ra redukalunk, akkor nem zavar, ha
a redukcids algoritmus haromnal kisebb klozokat is ,gyért".

2. Tétel. 3-SAT N'P-teljes.

Bizonyitds. 3-SAT € NP trivialis (a SAT specialis esete).
3-SAT N'P-nehéz: SAT visszavezetése 3-SAT-ra (emlékeztetsil: egy C — C’

polinomidében kiszamithato fiiggvény kell, amelyre teljesiil, hogy C € SAT akkor és
csak akkor, ha C’ € 3-SAT).

A hozzarendelés a kovetkezs lesz: a C' = (04, .. ., lx) klozra vezessiink be uq, ..., ug_1

0j valtozokat és a kovetkezd klozokat vegyiik fel C'-be a

(01, a1), (u, lo,Ta), - ooy (Wi, by W)y oy (Uk—2, L1, TWom1 ), (U—1, Ck)

klozokat Ezt minden C-beli klozra végezziik el. Amit kapunk, az egy 3-CNF. A
kovetkezdket kell belatni:

(i) C" meghatarozhato (C kodjanak hosszéaban) polinomialis id6ben. Ez nyilvan-
valo.
(ii) C pontosan akkor kielégithets, ha C' az:

Ha C kielégithets, akkor vegyiik egy kielégithets kiértékelését. C' = (€y, ..., ly)
kloz esetén legyen /; a klozban az els6 igaz literdl. Ekkor ¢; értékeit megtartva,

Uy =...= U1 =hés u; =...=u,_1 =1 kiértékelés jo lesz.
Masik irany: C’-nek nincs olyan kielégits kiértékelése, amelyben valamely C-
beli C' = (¢y,...,0) kloz esetén ¢; = ... = {; = h lenne, mivel az

<ﬂ1>7 <U‘17ﬂ2>7 LR} <ui717ﬂi>7 L) <uk727ﬂk71><uk71>

klozokat tartalmazo formula kielégithetetlen.
[ |

Legyen k-SAT a kévetkezd probléma: adott egy konjunktiv normélforma, amely-
ben minden kloz legfeljebb k literalt tartalmaz (k-CNF). Kielégithets-e?

Megjegyzés. Egyszeriien lathato, hogy 2-SAT € P. S6t 2-SAT € coN L.
Megjegyzés. Nyilvan igaz a kiovetkezd redukcidlanc:
2-SAT =<p 3-SAT <p 4-SAT =<p ... Xp k-SAT <p ... 2p SAT.

Definicié. V egy kiértékelése egy klozt homogénné tesz, ha a kléz minden literalja
ugyanazt a logikai értéket kapja. Azaz a kloz akkor nem lesz homogén, ha igazzé
értékelédik ki (lesz benne igaz értéki literal), de nem minden literal igaz értéki (lesz
benne hamis literal is).

Legyen

NEM-MIND-IGAZ-SAT = {[¢] :¢ CNF, amely kielégithets tgy, hogy ne legyen

olyan kl6z, amelyben minden literal igaz}.
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3. Tétel. NEM-MIND-IGAZ-SAT NP-teljes.

Bizonyitds. NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP trivialis.

NEM-MIND-IGAZ-SAT NP-nehéz: Legyen C a SAT egy inputja. Leirunk egy
C — (' polinomidében kiszamithato fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy C € SAT
akkor és csak akkor teljesiil, ha C' € NEM-MIND-IGAZ-SAT. A hozzarendelés a
kovetkez lesz: Vegyiink fel egyetlen 0j y valtozot. A C' = (¢4, ..., l) klozra vegyiik
fel C'-be a

<£17"'7€k7y>

klozt. Ezt minden C-beli klozra végezziik el. (Tehat C’-nek ugyanannyi kloza lesz
mint C-nek.) Amit kapunk, az egy CNF. A kévetkezdket kell beléatni:

(i) C' meghatarozhato (C kodjanak hosszaban) polinomialis idében. Ez nyilvan-
valo.

(ii) C pontosan akkor kielégithets, ha C’ kielégitheté nem-mind-igaz modon,

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégithets kiértékelését. Ezeket az értéke-
ket tartsuk meg és az 4j y valtozonak adjunk hamis értéket. C kielégitettsége miatt
C’ minden klozaban lesz igaz értéki literal. De ott lesz y is, amely értéke hamis.
Azaz C'-nek van nem-mind-igaz kielégitése.

Forditva vegyiik C' egy nem-mind-igaz kielégitését. Vegyiik észre, ha minden
valtozo értékét megforditjuk (negéaljuk), akkor is egy nem-mind igaz kielégitést ka-
punk. Igy feltehets, hogy y értéke hamis. A maradék valtozok C valtozoi. Ezek
értékei nyilvan kielégitik C-t (C" minden klozédban lennie kell igaz literalnak). [ |

Legyen NEM-MIND-IGAZ-3-SAT azon CNF-ek halmaza, amelyben minden kloz
legfeljebb harom literalt tartalmaz és van olyan kiértékelése a valtozoknak, hogy ¢
Osszes kl6za nem homogén.

4. Kovetkezmény. NEM-MIND-IGAZ-3-SAT N'P-teljes.

Bizonyitdas. Ha egy 3-SAT inputra alkalmazzuk az el6z8 visszavezetést, akkor egy
olyan formulat kapunk, amelyben minden kl6z négy literalt tartalmaz. Minden

C = <€1a EQ, €3a €4>
klozt helyettesitsiink
C, = <£1>€2>?/C>> C” - <?/_C, £37£4>

klozparral.
A redukcié korrektségének ellenérzése egyszer. [ |

A SAT problémanak van egy természetes optimalizédlasi valtozata:

Definicié. MAX-SAT az a probléma, amely egy adott C CNF esetén kéri azt a K
maximalis szamot, ahany kloz egyszerre kielégithets egy értékadassal.
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Nyilvan N'P-nehéz probléméaval dllunk szemben: C akkor és csak akkor kielégit-
hetd, ha a ra vonatkozd6 MAX-SAT probléma optimuma megegyezik a klozok teljes
szaméaval. (MAX-SAT nem egy nyelv, gy nem lehet benne az N'P nyelvosztalyban.)

Nyilvan megfogalmazhatd ugyanez a kérdés, ha a klézok méretére felsé becslés
van. Tovabbiakban hasznaljuk a MAS-2-SAT, MAX-3-SAT jelcléseket.

A kovetkezs tételt bizonyitas nélkil kozoljik. Egy magabiztos hallgaté megpro-
balhatja igazolni.

5. Tétel. MAX-2-SAT N P-nehéz.

Az optimalizalasi valtozat elénye, hogy a kezelhetetlenség miatt megelégedhe-
tiink egy approximaciés algoritmussal is. Azaz egy olyan a-approximécios algorit-
mussal, ami az optimalis K helyett egy Ky-at szamol ki (hatékonyan, azaz polinom
idében), melyre K kloz kielégithets és aK < Ky < K.

A kovetkez6 igen mély tétel azt allitja, ha P # NP, akkor az approximalhato-
sagnak is vannak hatarai.

6. Tétel (Hastad-tétel (2001)). Legyen € tetszdlegesen kicsi pozitiv szdam.
(i) Ha lenne (% + e) -approximdcids algoritmus MAX-2-SAT-ra, akkor P = NP.
(ii) Ha lenne (% + e) -approzimdcids algoritmus MAX-3-SAT-ra, akkor P = N'P.

1.2. Grafelméleti problémak

Definicié. k-SZINEZHETOSEG a kovetkezé probléma: adott egy graf, kiszinezheto-
e k szinnel?

7. Tétel. 3-SZINEZHETOSEG NP-teljes.

Bizonyitds. 3-SZINEZHETOSEG € N'P: tant egy szinezés, polinom idében ellen-
6rizhetd, jo szinezés-e.

3-SZINEZHETOSEG N 'P-nehéz: 3-SAT-ot vezetjiik 14 vissza. C 3-CNF-hez
hozzéarendeljiikk G¢ grafot, amely cstcsai n, h, C valtozoi és azok negéltjai (a litera-
lok), tovabba minden C' € C klozra Cy, Cy, Cs, Cy, Cs. Ge élei a kivetkezdk lesznek:
nh, minden x; valtozora z,T;, nx; és nT;, illetve minden C' = ({1, {s, £3) klozra C,Cs,
CyC5, C3Cy, CyCs, CsCy, Cily, Coly, Csls, Cyh, Csh.
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Konnyt ellenérizni, hogy G polinom id6ben meghatarozhato, és pontosan akkor
3-szinezhetd, ha C kielégithetd.

Ezen allitas egyik iranya egy kielégits kiértékelésb6l garantal jo 3-szinezést.
V U V-t szinezziik a kiértékelés szerint ,igaz",  hamis" szinekkel. h szine is le-
gyen ,hamis". n szine a harmadik szim. A lényegi észrevétel, hogy /1,05, 5, h
3-szinezése pontosan akkor terjeszthets ki C' = (€1, ls, {5) klozhoz tartozo 6tszogre
jo szinezésként, ha a 4 csiics szine nem azonos.

A gondolatmenet megfordithatésdga adja a redukcié korrektségének teljes bizo-
nyitasat. [ |

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhets, hogy 2-SZINEZHETOSEG € coN L.
8. Teétel. SIKGRAF 3-SZINEZHETOSEGE NP-teljes.

Vizlat. N'P-beliség trivialis.

SIKGRAF 3-SZINEZHETOSEGE N'P-nehéz: 3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik
ra vissza. Lerajzolas utan a keresztezGdd éleket kell helyettesiteni az alabbi kis
graffal:

Azt kell meggondolni, hogy megtehetsk a helyettesitések ugy, hogy nem hoznak
be 1j metszéseket, és a keletkezett graf pontosan akkor 3-szinezhets, ha az eredeti
is. |

Megjegyzés. A 2-szinezhetSség coN L-beli, sikgrafokra a 4-szinezhetGség trivialis a
négyszintétel (Appel, Haken 1977) alapjan.

Definicié. SZINEZESI PROBLEMA: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-nek jo k-szinezése?

9. Tétel. SZINEZESI PROBLEMA NP-teljes.

Bizonyitds. SZINEZESI PROBLEMA € N'P: tanu egy szinezés, polinom idében
ellenérizhets, jo szinezés-e.
A SZINEZESI PROBLEMA N P-nehéz, mivel a 3-SZINEZHETOSEG altaléno-

sitésa. |

Természetesen ismét van egy optimalizalasi probléma: Hatarozzuk meg egy adott
graf kromatikus szaméat. Ennek neve legyen OPT-SZINEZES. Erre kereshetiink
egy a-approximacios algoritmust, amely egy grafthoz keres egy olyan kg szinszémot,
amennyi szinnel G jol kiszinezhetd és ky < x(G) < ako. Ismét hatarai vannak az
approximéalhatosagnak.

10. Tétel (Zuckerman (2007)). Ha lenne |V (G)|~9-approzimdcids algoritmus
OPT-SZINEZES-re, akkor P = NP.
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* * *

Definici6. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ: adott egy G graf és egy k természetes

szdm. Van-e G-ben k-elemi fiiggetlen csiicshalmaz?
11. Tétel. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes.

Bizonyitis. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € N'P: tant egy fiiggetlen csticshal-
maz.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ N P-nehézségére két bizonyitast adunk.

I. SAT visszavezetése: C = (Cy = (211, -, 210)s- s Ok = (Zh1s -y Zhry))
(Ge, k) ((i,7) jelentése: i-edik kloz j-edik literdlja), V(Ge) = {(4,7) : i < k,j < r;},
E(Ge) = {(i,4), (7, 5) - i = 1 vagy z;; = Zy j}. Konnyd meggondolni, hogy G¢
polinom id6ben meghatarozhaté és pontosan akkor van benne £ elemi fliggetlen
halmaz, ha C kielégithets, mivel kiértékelés akkor kielégit§, ha minden klozbol ki
tudunk valasztani egy igaz literalt (az élek garantéaljak, hogy valtozo és negaltja
egyszerre ne szerepeljenek, illetve minden klozbol legfeljebb egy literalt valasszunk).

I1. SZINEZESI PROBLEMA visszavezetése: G +— (G, |V(G)|), ahol V(G') =
{(v,7) : v € V(G),i € [3]} (itt (v,17) jelentése az, hogy v az i szint kapja), F(G') =
{(v,9)(v',i") v =0",i # 7 vagy vv' € E(G),i =1} (vagyis: élek a tiltasok, tiltott,
hogy egy cstics tobb szint kap vagy 6sszekotott csucsok azonos szint kapnak).

Konnyt meggondolni, hogy G’ és |V (G)| is polinom idében meghatarozhato, és
pontosan akkor van G’-ben |V (G)| elem fiiggetlen halmaz, ha G graf 3-szinezhetd.
|

Megjegyzés. Szemben a SZINEZESI PROBLEMAval, ha k nem az input része,
hanem konstans, akkor az igy kapott k-FUGGETLEN HALMAZ probléma mar
polinom idében megoldhato (egy n cstucsu grafnak n-ben polinomialis sok k-elemii
részhalmaza van, ha k fix).

*

Definicié. KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam. Van-e
G-ben k méretid klikk?



Definicié. LEFOGO PONTHALMAZ: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k-elemt lefogé ponthalmaz?

12. Kovetkezmény. KLIKK és LEFOGO PONTHALMAZ NP-teljesck.
Bizonyitds. Ekvivalensek a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ problémaval. |

Természetesen ismét van egy optimalizalasi probléma: Hatarozzuk meg egy adott
grathoz a legnagyobb klikkméretet. Ennek neve legyen OPT-KLIKK. Erre kereshe-
tlink egy a-approximacios algoritmust, amely egy gréafhos keres egy olyan kg méretet,
amekkora klikk létezik és ky < w(G) < akg. Ismét hatérai vannak az approximal-
hatosagnak.

13. Tétel (Zuckerman (2007)). Ha lenne |V (G)|'~9-approzimdcids algoritmus
OPT-KLIKK-re, akkor P = N'P.

* * *

Egy graf vagasa csticsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas élhalmaza
azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az egyik, masik végpontja a méasik
részbe esik.

Definicié. MAX-CUT probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam. Van-e
G-ben olyan vagas, amely legalabb £ éld?

14. Tétel. MAX-CUT NP-teljes.

Bizonyitds. MAX-CUT € N'P: tanu egy szinezés, polinom idében kiszamolhato az
élszama, amit k-val 0sszehasonlithatunk.

MAX-CUT NP-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra vissza. C 3-
CNF-hez hozzarendeljiik G¢ grafot, amely cstcsai C valtozdi és azok negaltjai (a
literalok). Minden C' € C klozra a benne szerepls harom literalt paronként 6sszekot-
juk. (Ezekre az élekre mint kloz-élekre hivatkozunk.) Minden kl6zhoz harom kloz-él
tartozik. Ha két literal tobb klozban is egyiitt szerepel, akkor tobbszoros élek lesznek
a redukci6 altal megkonstrualt grafban. Minden x valtozora x és T kozé is behtuzunk
egy élt. (Ezekre az élekre mint véaltozo-élekre hivatkozunk.) Ezzel leirtuk a G¢ graf
Osszes élét.

Konnyti ellenérizni, hogy G¢ polinom id6ben meghatarozhato, és pontosan akkor
van benne |V|+ 2|C| éli vagés, ha van olyan kiértékelése a valtozoinknak, hogy C
minden kl6za nem-homogén. Valoban, G¢ minden vagésa lefeljebb (az sszes) |V|
valtozo-élet és minden kloz harom klozélébsl legfeljebb 2-t tartalmaz. Azaz |V|42|C|
egy fels6 becslés Ge tetszoleges vagasanak élszamara. Ha egy (I, H) vagas eléri ezt
a fels§ becslést, akkor minden literdlet tartalmaz, azaz minden x valtozoéra x és
T koziil egyik I-be, masik H-ba esik. Azaz a vagas definial egy kiértékelését a
valtozoinknak. Tovabba minden kloz harom klo6zélébsl kettét tartalmaz a vagas,
azaz a leirt kiértékelés nem-mind-igaz modon kielégiti (a tetszélegesen valasztott)
klozt C-bél. [ |

Megjegyzés. A MIN-CUT probléma annak tesztelését kéri, hogy van-e olyan vagas,
amely élszdma k-nal nem nagyobb. Ez a probléma polinom idében megoldhato. A
folyamok elmélete alapjan a legkisebb vagas élhalmaza meghatarozhato.
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Természetesen ismét van egy optimalizalasi probléma: Hatarozzuk meg egy adott
graf esetén a legnagyobb vagas K élszamat. Ennek neve legyen OPT-MAX-CUT.
Erre kereshetiink egy a-approximécios algoritmust, amely egy grathos keres egy
olyan eq élszamot, amekkora vagas létezik és aK < ey < K Ismét hatarai vannak
az approximéalhatosagnak.

15. Tétel (Hastad (2001)). Ha lenne (3 + €)-approzimdcids algoritmus OPT-
MAX-CUT-ra, akkor P = NP.

* * *

Az alabbi problémak mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek elGadason.
Csak megemlitjiik az érdekl6dd olvasoknak és otletet adunk az igazolashoz.

Definici6. HAMILTON-UT: adott egy graf. Van-e benne Hamilton-tt?
Otlet. Szokasos visszavezetés: 3-SAT.
Definicié. HAMILTON-KOR: adott egy graf. Van-e benne Hamilton-kor?

Otlet. Szokasos visszavezetés: SAT, LEFOGO PONTHALMAZ.
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