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1. Problémak redukcidi

1.1. Emlékeztetd

. . - “ — — N
Definicié. ELERHETOSEG={[ G, s,t] : s,t € V(G), létezik st ut} C ¥*.

A fenti definicibban szerepl6 nyelv a matematikailag leirt harmasok kodjait tar-
talmazza. A kodolast azonban nem részleteztiik. Ez a matematikai ,pongyolasag"
technikai részletek /megallapodasok hosszadalmas leirasat hagyja ki. A megallapo-
dasokban 1é6vG esetlegességek lényegtelenek. A | természetes" kodolasok mind megfe-
lelsk. Nézziink néhany lehetéséget egy G egyszeri graf (|[V(G)| = n, az input graf
csucsszama) kodolaséra:

[G], a szomszédsagi matrix sorfolytonos elolvasasa (X = {0,1}). G kodjanak
hossza n?.

Egy kicsit sporolhatunk, ha csak a f6atlo feletti elemeket olvassuk el. Ekkor
a kod hossza (;’) = %nz — %n lesz. Mindkét esetben a cstcsok a matrix soraival
azonositottak. Azaz az i-edik sorral azonositott cstics neve/kodja lehet i vagy i — 1.
Ezt a szamot kodolhatjuk a kettes szamrendszerbeli alakjaval. Technikailag jobb
megallapodas, ha mindegyik cstics kodja ugyanolyan hosszt. Ekkor a kodok [log, n|
hosszu 0-1 sorozatok, az el6bbi kettes szamrendszerbeli felirasok 0-kkal kiegészitve
az elején.

Egy masik lehetséges kodolés egy csticsot egy [log, n] hossza 0-1 sorozattal ir le
és minden csucs kodja utan ;" jelet kovetve a szomszédjai sorozatét sorolja fel (az
elemek | ," jelel elvilasztva, a teljes sor ;" jellel lezarva). Az Gsszes cstcs — mind-
egyik kovetve a szomszédai listajaval — sorozata adja a teljes kodot. (A felhasznalt

abécé {0,1,:,; }U{, }.) Ennek hossza

Y ([logyn] + 1+ d(v)([logyn] + 1)) = n([logy n] +1) +2|E(G)|([logy n] +1).
v:weV(Q)

Egyszert grafok esetén n pontu grafok kozott a leghoszabb kéd nagysagrendileg
n?log, n hosszt. Kevés élii grafoknal ez nagysagrendileg kevesebb mint n?. Sok éld
grafoknél nagysagrendileg elhanyagolhaté a tobblet.

Ami kozos, hogy a kddszo hossza polinomiélis n-ben. Egy cstucs kodjanak hossza
O(logn). Azaz a kod hosszaban polinomialis, logaritmikus, exponenciélis az ugyan-
az mint n-ben polinomialis, logaritmikus, exponencialis. Egy n ponti egyszerd graf
kodjanak mérete a bonyolultsagelmélet szempontjabol tekinthetd n-nek. Habér ez
nem a kod mérete. Egy logaritmikus tarat hasznal6 algoritmusra tekinthetiink ugy;,
mint egy olyan eljarasra, amely munkaszalagja a csticsok szamanak és még — mond-
juk — 100 cstucsnak tarolasara alkalmas hellyel rendelkezik.
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1. Tétel. Legyen L ep NSPACE(s(n)), ahol s(n) > logn szép tdrfiggvény. Felte-
hetd, hogy a tartalmazdst 1gazolo Turing-gépnek adott hosszisdagi inputokon kétféle
ledllo konfigurdcicja van (igy elfogadd futdsok ugyanabban a konfigurdcidban érnek
véget).

w € ¥*-hoz rendelhetd a T Turing-gép redukdlt konfigurdcidinak (irdnyitott) G =
5)T7w grifja. Ebben ott van vy a kiindulo konfigurdcionak megfeleld csics és vy az
elfogado konfigurdcionak megfeleld csics. Ez a hozzdrendelés olyan, hogy

(i) w € L akkor és csak akkor, ha fava,vo,vl] € st-ELERHETOSEQG.

(i) A hozzdrendelés kiszdmitdasdanak tdarigénye O(s(n) 4 log(n)) = O(s(n)).

1.2. Karp-redukcié

A mult 6rarol idezett tétel lényege furcsa. Egy w input lényegében egy kérdés: w
hozzatartozik L-hez? A fenti tételben egy olyan hozzarendelést/szamolés szerepe,
ami a kérdés megvélaszolasa helyett egy 1j kerdest szamol ki: | Leirok egy w 1j
inputot és megkérdezem, hogy egy 1j nyelvhez (st ELERHETOSEG) tartozik-e.
Ha valaki megmondja a valaszt, akkor én meg tudom mondani az eredeti kérdésre a
véalaszt. S6t az ugyanaz lesz mint az én kérdésemre." A gondolat furcsa de fontos,
koézponti fogalomhoz vezet el.

Def|n|C|0 Legyen L, L C ©* két nyelv és C egy bonyolultsagi osztaly. L redukalhato
L- ra, jelben: L <¢ L ha létezik R kiszamithatoé Turing-gép, hogy

(i) R egy C komplexitasu gép/eljaras,
(ii) w € L pontosan akkor, ha w € L, ahol & az w-bol R altal kiszdmolt jelsorozat.

A bevezetett relaci6 olvasata: L redukalhat6 Lre C-ben. Az L-ben rejlé kérdés
visszavezethets az L-ben rejlé kérdésre. Jelentése: Az L nyelv eldontési feladata
legaldbb olyan nehéz", mint az L-é¢ ;modulo C".

Mas redukcié fogalmak is léteznek. A fenti definici6 Karp munkéssagaban rejlik
és altalaban Karp-redukcioként hivatkkozzak. Ha sziikség van ennek hangsulyozasa-
ra, akkor a —<Ka P jelolést hasznaljuk. Ebben a kurzusban legtobbszor ilyen redukeiot
latunk. Legtobbszijr le is hagyjuk a fels6 indexet. A teljessség kedvéért megemlitiink
egy masik fajta redukciot. Ezt Turing nevéhez fiizik.

1.3. Turing-redukcié

Definici6. Legyen L, L C ¥ két nyelv és C egy bonyolultsagi osztaly.
L <2"" L pontosan akkor, ha megadhato R eldonté Turing-gép, amelyre

(i) L-et donti el és R egy Lo-orakulumos gép.
(ii) R bonyolultsaga C-beli.

(i)-ben szerepel egy eddig ismeretlen fogalom, amit tisztaznunk kell.
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Definicié. Legyen O C ¥* egy nyelv. R egy O-ordkulumos gép, ha van egy extra
kérdés/orakulum-szalagja. Erre csak irhat a gép (nincs szem a szalag felett, a kéz
csak jobbra mozogva irhat). Az irott karakterek X U {7} elemei, azaz az O nyelv
abécéjének elemei és egy specialis ‘7’ jel. A kérdésszalagra a 7 jel feirasa egy
kérdés feltételét jelenti. Az el6z6 kérddjel (vagy szalag-kezdet jel) és kozte lévs X*-
eli karaktersorozatrol kérdezi meg a gép/algoritmus, hogy az ordkulum O nyelvéhez
tartozik-e. Az allapothalmaz

{ORAKULUM-IGEN, ORAKULUM-NEM} x S,

alakti. Az atmeneti fliggvény a kovetkezd konfigurdcionak az allapotédban csak a
masodik komponensre ha. Az elsé komponens csak akkor valtozik, ha az algoritmus
kérdést tesz fel az ordkulumhoz. A valtozast a kérdés karaktersorozat O-hoz valo
viszonyatol fligg természetes modon. Azaz a kérdés ara 1 idGegység és 0 tar. Ezek
utan a futas (a kiindulé konfiguraciobol generalt konfiguraciosorozat), a kiszamitott
nyelv értelemszertien definidlhato.

A Karp-redukci6 nagyon specidlis Turing-redukci6: Szokasos szdmolas utan egy-
etlen kérdés hangozhat el az L nyelvhez tartozasrol. A kérdésre adott valasz egyben
a kiszamitott bit is. R

A Turing-redukei6 nyilvan sokkal erésebb fogalom. Az L-ra {gy gondolhatunk,
mint egy megiratlan szubrutin. A redukci6 lényege, hogy ha a L szubrutint valaki
hatékonyan leirja, akkor L hatékonyan eldonthetd (feltéve, hogy R hozzéjarulasa
(ami C bonyolultsagu) is hatékonynak tekinthatd).

1.4. Példak

Az emlékeztetGben felidézett tétel egy példava valik.
Példa. Legyen L egy tetszoleges NSPACE(s(n))-beli nyelv, ahol s(n) > logn szép
tarfliggvény. Ekkor ) o
L <space(s(ny) ELERHETOSEG.
Egy maésik példa a BSc-s Kombinatorika targybol.
Példa. Legyen
KLIKK = {[G, k] : G-ben létézik k elemd klikk}.
Legyen
FUGGETLEN = {[G, k] : G-ben létézik k elemii fiiggetlen csticshalmaz}.

Tudjuk, hogy K akkor és csak akkor klikk, ha K fiiggetlen csticshalmaz G-ben, a
komplementer grafban. Tudjuk, hogy F' akkor és csak akkor fiiggetlen csticshalmaz,
ha F klikk G-ben.

Igy KLIKK<pFUGGETLEN és FUGGETLEN=<pKLIKK.

A redukci6o rendkiviil egyszerti. Az els§ esetben a kovetkezs lesz: Adott egy
w =[G, k| inputja a KLIKK problémanak. Ekkor G kodjabol kiszamoljuk a kompl-
menterét (annak kodjat). @ a [G, k] karaktersorozat lesz. A kordbbi grafelméleti
megjegyzésiink szerin az 4j ,kérdés" ekvivalens az eredetivel. @ kiszamitasanak
bonyolultsaga nyilvan polinomiélis.

Megjegyezziik, hogy se a KLIKK, se a FUGGETLEN nyelvre nem ismert ha-
tékony algoritmus. Ha béarmelyikre lenne, akkor az a masik problémara is jelentés
kihatéssal lenne.
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1.5. Redukalhatésag tulajdonsagai
Végiil megemlitiink egy fontos tulajdonsagat a redukcioknak.
2. Lemma. (i) <Xp tranzitiv.

(ii) < tranzitiv.

(iii) Legyen s(n) > logn szép tdrfiggvény. Ha Ly Sspaceo(sm)) L2 €5 La < Ls
akkor Ly <sp.ace(o(sn)) L3

Bizonyitas. (i) Tegyiik fel, hogy Ly <p L és Ly <p L3. Tovabba R; és R, kettd, a
két redukciot igazold algoritmus. Specialisan R; és R, is polinomialis. Legyen p; és
p2 két polinom, ami R; és Ry idSkorlatjat adjék. po-rél feltehetjiik, hogy monoton
nove.

Egy w inputon futtassuk R;-et, ami w karaktersorozatot szamolja ki. Majd R,-
t futtasuk w-n, ami w kiszdmitasdhoz vezet. Az igy kapott Turing-gép legyen R.
Belatjuk, hogy R a Ly <p L3 redukci6t igazolja.

w € Ly akkor és csak akkor teljesiil, ha w € L,. Ami akkor és csak akkor teljesiil,
ha w € Lsban,

Be kel még latni, hogy R polinomialis. w inputon R id&igénye p;(|w]) + p2(|@]).
&-t egy p; idskorlatt gép szamolja ki w-bol, igy 0| < pi(w). Igy w-n a futasi idejére
a kovetkez§ felsé becslés adodik

pr(jw]) + pa(lw]) < pr([w]) + pa(pa(lw]))-

Ez egy polinomiélis fels6 becslés.

(ii) Tegyiik fel, hogy Ly <, Lo és Ly <, Ls. Tovabba Ry és Ry kettd, a két
redukciot igazolo algoritmus. Specidlisan R; és R is logaritmikus tarigényt.

A két redukciobol az el6z6 médon rakunk 6ssze egy R algoritmust: Egy w inputon
futtassuk R;-et, ami w karaktersorozatot szamolja ki. Majd Rp-t futtasuk w-n, ami
w kiszamitasahoz vezet.

Az igy kapott algoritmus NEM jo. A kozbiilsének kiszamolt w-ra a munkasza-
lagon an sziikség. Ez varhatéan nem fér el logaritmikus tarban. Ennek ellenére
ezen R algoritmus futésa legyen a fejiinkben. Az igazi R redukciéban felismerjiik R
futasdnak toredékeit.

R munkaszalagjai megfelelnek R; munkaszalgjainak plusz R, munkaszalgajainak.
Lesz két plusz szalagunk a korabbi szalag helyett, ami R; output- és a vele kdzos
Ry inputszalagja volt. A plusz két szalag koziil az els§ R; output szalagjanak egy
tartalma R inputszalagjan egy pozicié indexe (a szalag feletti szem pozicidja).

R az R, szimuléciojat végzi az w inputszalag tartalom nélkiil. Minden olvasasi
feladatnal meg kell dolgoznunk. FEkkor tudjuk, hogy az R; &altal kiszamolt karak-
tersorzat hanyadik karakterére vagyunk kivancsiak. El kezdjiik R; szimuldlasat. A
szimulécié soréan a kiszamolt karaktereket nem irjuk le, csupan az output-kéz po-
ziciojat taroljuk. Ha R; ir, akkor az 1j poziciét Osszeasonlitjuk az olvasni kivant
poziciéval. Ha megegyezik a két pozicid, akkor a le nem irt karaktert kiolvassuk
az allapotbol és az R;-szimulaciot leallitjuk, folytatjuk az Ro-szimulaciot. Ha a két
pozicié kiilonbozik, akkor az R;-szimuléciot folytatjuk.

(iii) Az el6z6 bizonyitas Otletel most is miikodnek. |
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A fenti bizonyitas egy kis modositasa az alabbi lemmahoz vezet.

3. Lemma.
(i) L<p L ésLeP, akkor L € P.

(ii)) L<c L ésLeL, akkor L € L.

Bizonyitas. Tekintsiink egy A Turing-gépet, amely az L-r6l L-ra torténd redukciot
végzi, valamint A-ot, amely a L nyelvehz tartozasi feladatot donti el P-ben. Legyen
adott az w input.

Ekkor végezziik el a

w— A(w) € ¥P™ — A(A(w)) € {ELFOGAD, ELVET}

szamolast. Az els6 idGigényét az n inputméretben egy p polinom korlatozza. A
leghosszabb input, amit kiszamolhatunk ¥P(™-ba esik. A masodik lépés idGigényét
az inputméretben egy ¢ polinom korlatozza. Az 6sszid6 (p 4+ g o p)(n), ami n egy
polinomialis fiiggvénye.

A két algoritmus egyiittese a Karp-redukcié fogalma alapjan éppen az L nyelvet
donti el, vagyis L is eldonthetd polinom idében.

(ii) Az (i) rész és az el6z6 lemma Stletei alapjan nyilvanvalo. |

2. Teljesség

Az el6adés elején szerepld emlékeztetd joval tob mint egy redukcié. Az ott szerepld
L nyelv egy nyelvosztaly (N L) tetsz6leges eleme. Ez az észrevétel

A fenti okoskodéas nagyon fontos. Hogy a gondolatmenetet kihasznaljuk egy
nagyon fontos fogalmat vezetiink be:

Definicié. L nyelv teljes a C osztalyban az R bonyolultsdgi rekurziéra, ha:
(i) Lec,
(ii) minden L € C esetén L =g L.
Két specialis esetet kiemeliink.

Definicié. Az L nyelv N'P-teljes ha teljes N'P-ben a P redukciora. Azaz L nyelv
NP-teljes, ha

(i) Le NP,
(ii) minden L € N'P esetén L <p L.

A fenti megallapodas egy alternativaja a <, redukcidval valdé dolgozés. Ez a
szigorubb értelmezés is igaz lesz a legtobb késébbi N P-teljességet igazold redukei-
okra. Mi azonban csak a redukcidk kénnyebben ellenérizheté polinom idébeliségét
koveteljiik meg.

Definicié. Az L nyelv N L-teljes, ha teljes N L-ben az L redukciora nézve.

Definicié. L “nehéz a C osztalyra R bonyolultsagi redukcioval, ha minden L € C
esetén L < L.
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Azaz a nehézség a teljesség fogalma az (i) feltétel nélkiil. Azaz nem koveteljitk
meg az osztalyhoz tartozast csak az osztaly elemeinek visszavezethetGségét ra. Gyak-
ran kiszamithatosagi feladatokra is mondjak, ha C-nehéz, ha van olyan redukcios
algoritmus, amely &ltal kiszamolt w karaktersorozatra a feladat olyan értéket ad,
amibdl w nyelvhez tartozasa kénnyen lathato.

Az el6adas bevezets emlékeztetGjét az alabbi tétel az 4j fogalmak segitségével
tomoren fogalmaza meg.

4. Tétel. ELERHETOSEG N L-nehéz.
Ennél tobb is mondhato.
5. Tétel. ELERHETOSEG N L-teljes.

Bizonyitas. ELERHETOSEGe NL. Az N L-beliséget bizonyité Turing-gép csu-
pan két csics nevét és egy szamlalot tarol. |V(G)| = n a szamlalo hatarszama, ha a
szamlalo ennél tobb lesz, megszakitjuk a gép futasat és NEM-STIMMEL é&llapotot
adunk ki. A szamlalo egy iranyitott séta altal meglatogatott csiicsok szamat tarolja,
ha ennyi lépésbdl nem érjiik el a kijelolt csticsot, akkor az nem érhetd el a kiindulasi
helyrél.

A Turing-gépet a nemdeterminisztikus gépek elsé definici6javal konstrualjuk. A
gép az alabbi mitveletsort hajtja végre a (G, a, z) inputon.

1. Bemésolja a-t a munkaszalagra elejére v < a.
2. A szamlalot O-ra éllitja.

3. A munkaszalagra v a mogé felirja a kovetkezének elért v cstcsot (ez egy
nem-determinisztikus tippelés).

—

4. Ellen6rzi, hogy létezik-e vo™ él. Amennyiben nem, ugy NEM-STIMMEL ered-
ményt, ad. Ha igen, akkor az v csucs helyére bemasolja a v™-t, 1-gyel megnoveli
a szamlalot.

5. A szamlalot sszehasonlitja n-nel.

6. Ha a szamlal6 nagyobb mint n, akkor a gép NEM-STIMMEL eredménnyel
leall.

7. Ha a szamlal6 nem nagyobb mint n, akkor megnézi, hogy a eredeti helyén
allo cstucs z-e. Ha igen, akkor ELFOGAD allapottal leall. Ha nem, akkor a
harmadik 1épéshez tér vissza.

Nyilvan az algoritmus tarigénye 3 - [log, |V'||, amellyiben binaris dbécé-t haszna-
lunk. Az is egyszertien latszik, hogy pontosan az elfogadand6 inputok esetén van
ELFOGAD alpotba vezets futas, akkor egy aZ ut pontjait kell sorban megtippelni
a gépnek a harmadik 1épések soran. [ |

Egy késébb bizonyitando tételt is megemlitiink.
Definici6. HAMILTON={[G] : G egyszerti grafnak létezik Hamilton-kére}

6. Tétel. HAMILTON egy N'P-teljes nyelv.
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Egy C-teljes nyelv egy olyan nyelv, amely ,a C osztalt teljes nehézségét ma-
gaban hordozza". Ha a teljes nyelvrél mondunk valami nem-trivialisat, az az egész
osztalyrol mondunk valamit. Ez altalaban nagyon megleps. A fentiek alapjan a HA-
MILTON nyelvrél sz616 tudasunk az egész NP nyelvrél mond valamit. Specilisan
az alabbi N'P-beli nyelvrol.

Definicié6. FAKTORIZACIO= {[(n,t)] : n-nek van t-nél kisebb valédi osztoja}.

A FAKTORIZACIO egy szamelmélethez kapcsolodé nehéz nyelv. A nehéz jelzs
a tobb évszazados vizsgalatokon alapul, matematikailag bizonyithaté nehézség nem
ismert. Azaz a jelz6 egy ,hit". Korunk tobb titkosito algoritmusa esetén az, hogy
meghizunk benne, ezen a hiten alapul.

Eszrevétel. Ha az L nyelv N'P-teljes, és L € P, akkor NP C P, azaz P = N'P.

Valoban, egy korabbi észrevétel 6tletét kell megismételniink: Legyen K egy tet-
sz6leges N'P-beli nyelv. Legyen R egy redukal6 algoritmus, ami K <p L-et igazolja.
Legyen M egy L € P-t igazol6 algoritmus, azaz az L nyelvhez tartozas problémajat
polinom idében eldontd algoritmus. Ekkor A polinom idében eldonthets. w inputon
szamoljuk ki R(w)-t majd futtasuk az L-et eldonts M algoritmust R(w)-n. Ezzel a
K-hoz tartozast dontjiik el. Futési idénk |R(w)| egy polinomja, ami egyben |w| egy
polinomja, hiszen a polinomok zartak a kompoziciora.

3. st-ELERHETOSEG és N L

Tudjuk, hogy az st-ELERHETOSEG NV L-teljes. Igy a rola szerzett tudasunk egész
N L-re kihat. Erre adunk két példat.

(1): ELERHETOSEGE P. A legtobb bejarasi algoritmus (példaul mélységi, szé-
lességi keresés) iranyitott grafokra vonatkozo valtozata polinomialis idejii megoldast
ad. Ez alapjan adodott, hogy NL C P.

(2): ELERHETOSEGE U,enSPACE (alogin) = SPACE(log® n). Ezt a kovetkezd

rekurziv algoritmus bizonyitja.

Savitch-algoritmus:
KORLATOZOTT-ELERHETOSEG (z, 3, 2°):
// Adott x és y csticsok esetén teszteli, hogy van-e koztiik legfeljebb 2¢ lépéses
// séta. A sétara gondolhatunk gy, mint egy  lusta" séta. Minden 1épésnél
// két lehetGségiink van: vagy egy szomszédba mozgunk, vagy maradunk.
// Lusta sétanal feltehetjiik, hogy a hossz pontosan 2°.
Ha ¢ = 0, akkor teszteljiik, hogy = = y vagy 77 egy él. Ha a teszt sikeriil, akkor
ELFOGAD allapottal, kiilonben ELVET allapottal leallunk.
Ha ¢ > 0, akkor
Osszes k € V esetén
// k alusta séta kozépsd pontja, azaz x-bdl k-ba 27! lusta lépés vezet és k-bol
// y-ba is 27! lusta lépés vezet. Az Osszes lehetdséget végigprobaljuk.
(1) KORLATOZOTT-ELERHETOSEG (z, k, 2~1)
ha NEM, akkor kovetkezs k és vissza (1)-hez
ha NEM, és nincs kovetkezs k (V' kimeriilt) akkor ELVET.
ha IGEN, akkor
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(2) KORLATOZOTT-ELERHETOSEG (k,y,21)
ha IGEN, akkor ELFOGAD allapot és leall
ha NEM, akkor kovetkezs k és vissza (1)-hez
ha NEM, és nincs kovetkezs k (V' kimeriilt) akkor ELVET.

A fenti algoritmus ¢ = [|V(G)|] paraméterrel futtatva megoldja az elérhetséget.
Az algoritmust Savitch Turing-gépen implementalta tar-takarékos modon.

7. Tétel (Savitch-tétel). A fenti rekurziv algoritmus Turing-gépen megualdsithatd
ugy, hogy minden konfigurdcidban a munkaszalagon legfeljebb £ (a rekurzic mélysége
sok) darab szakaszt irunk, ahol egy szakasz hossza O(log |V'|) (véges sok csics tdro-
lasdra alkalmas hely).

A pontos megvaldsitast /implementéciot nem végezziik el.
Az st-ELERHETOSEG-16] tudtunk valami ,okosat" mondani (Savitch-algorit-
mus/Savitch-tétel). Mi adodott N L-re?

8. Kovetkezmény (Savitch-tétel). (i) N'L C SPACE(log’n).
(ii) NPSPACE C PSPACE, azaz PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE.

Bizonyitas. (i) Legyen L egy tetszbleges nyelv N'L-ben. Vezessiik vissza az ELER-
HETOSEG nyelvre. A visszavezetés altal legyarott inputon futtassuk a Savitch-
algoritmust. Az eredd algoritmusbol kikiiszobolhets a legyarott input leirasa (lasd
példaul az £ redukcié tranzitivitdsanak indoklasat). Igy az ereds algoritmus (amely
egy tetszéleges valasztott A L-beli nyelvet dont el) O(log? n) tarigényd.

(i) Vegylink egy tetszbleges L €7 N'PSPACE nyelvet.

HVégezziink el egy redukciot 2 teljes nyelvre: Gyartsuk le a redukalt konfiguraciok
(G o1, v0,v1) grafjat, mint az st-ELERHETOSEG probléma egy inputjat.

Alkalmazzuk a teljes nyelvrdl ismerteket: Az 1ij probléma megoldasat a Savitch-
algoritmussal végezziik el.

A redukcidhoz polinomialis tar kell. A Savitch-algoritmus a graf egy cstcshoz
sziikséges tarigény négyzetét igényli. (6M,T,v0,v1) egy csucsanak kodolasahoz w
hosszaban polinomialis mez6 kell. Polinom négyzete is polinom. A (6M,T,v0,v1)
kodjanak felirdsa kikiiszobolhets az algoritmusbol. Kapjuk a bizonyitandoét. [ |

Természetesen a polinomidlis tarkorlattal azért tudtunk kényelmesen dolgozni,
mert polinom négyzete is polinom. Altaldban is megfogalmazhato a kovetkezs tétel:

9. Kovetkezmény . Legyen S szép tdrfiigguények eqy osztdlya, ami zdrt a négyzetre
emelésre. Ekkor NPSACE (Usess(n)) = PSPACE (Usess(n)).
Specidlisan NPSPACE(Usess(n)) zdrt a komplementdldsra, azaz

NPSPACE(Usess(n)) = coNPSPACE (Usess(n)).
Igy speciélisan EXPSPACE = NEXPSPACE.
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4. APPENDIX: Savitch-algoritmus implementacié-
ja Turing-gépen

A rekurziéban felmeriil6 kérdéseket struktirajat egy faval reprezentalhatjuk. A fa
gyokere az ELERHETOSEG probléma, azaz az, hogy van-e 2¢ hosszu lusta séta?
Minden p=(u-bol v-be vezet-e 2¢ hosszi lusta séta) probléma két részfeladatra bom-
lik: Egy kozépss w csticsra pyy(w)= (vezet-e u-bol w-be 2¢7! hosszii lusta séta),
illetve pjop(w)= (vezet-e w-bol v-be 271 hosszi lusta séta) a p probléma két rész-
feladata. A két feladat egymas testvére.

a z

s és t kozott vezet-e 8 hosszu lusta ut?

Wy
s és wykozott vezet-e w, és t kozott vezet-e
4 hosszu lusta Gt? 4 hosszu lusta Gt?
w5 We

s és wo kézott | | woés wy kozott W4és W kozott v%és t kozott
vezet-e 2 vezet-e 2 vezet-e 2 vezet-e 2
hosszU lusta hosszU lusta hosszu lusta hosszu lusta
at? uat? ut? ut?

S, Wy | Wy, W | [V, W3 | Wawg | |Wa W | Ve, We | |We, Wy | W7, C
kozott | |kozott | |kozott | [kozott| |kozott | [kozott | [kozott | |k6zott
lusta lusta lusta lusta lusta lusta lusta lusta
|épés? | [Iépés? | [1épés? | [Iépés?| |1épés?| |lépés?| [1épés? | |lépés?

1. abra. Az abran |V| = 8 esetén latjuk, hogy elfogadd futés esetén milyen rész-
feladatokat kell megoldani/ellendrizni. A részfeladatok egy gyokeres binaris faban
foglalhatok Gssze. A munkaszalag tartalma mindig egy feladat (cstcs a faban) a
gyokérhez vezetett uttal egyiitt. Egy példat kiemeltiink sotétitéssel.

Egy 4j p probléménak (ha ¢ # 0) — amennyiben jeloltiink van egy w kozéps6
cstucsra — két gyerek-probléméja lesz. Ha mindkett6t igenlGen eldontottiik, akkor
tudjuk, hogy p is igaz. Ha valamelyikre nemleges a valasz, akkor a w rossz kozépsé
csucs p-re. AV cstucshalmaz elemeit felsoroljuk, a leheséges kozépss cstucsok eszerint
a sorrend szerint kovetkeznek. Az aktuélis w-nél elGszor a bal-gyerek keriil a mun-
kaszalgra. Eleinte a munkaszalag tartalmaz csak béviil amig fankban egy levélhez
nem jutunk.

A levélnek megfelels probléma konnyen ellendrizhets (akar plusz munkaszalag-i-
gény nélkiil, csak az input olvasésaval).

e Ha a bal-gyerek probléméja IGENIGen dél el, akkor a jobb-gyerek feladataval
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feliilirjuk.

e Ha a bal-gyerek problémaja NEMlegesen dél el, akkor w rossz jelolt volt. A
feladatot toroljiikk a munkaszalagrol és az apafeladattal foglalkozunk.

— A kovetkez6 w-re tériink at, azt mondjuk w-t léptetjik. A tovabbiakat a
fenteik alapjan folytatjuk.

— Ha nincs rakovetkezd w (azt monjuk a megfelels kozépss csucs kimeriilt),
akkor tudjuk, hogy p-re/az apafeladatra NEMleges a véalasz. Toroljik a
munkaszalagrol és a tovabbiakat a fenteik alapjan folytatjuk.

e Ha a jobb-gyerek problémaja IGENIGen dél el, tudjuk, hogy p-re/az apafel-
adatra IGENIG a véalasz. Toroljiik a munkaszalagrol és a tovabbiakat a fenteik
alapjan folytatjuk.

e Ha a jobb-gyerek problémaja NEMlegesen dél el, akkor w rossz jelolt volt. A
feladatot toroljiik a munkaszalagrol és az apafeladattal foglalkozunk, ugyantgy
mint fentebb.

A munkaszalag tartalmaznak szervezése/feliilirdsdnak szabélyai (idegen szoval
update-szabaly) megkoveteli, hogy minden probléménal tudjuk, hogy & bal vagy
jobb gyerek. Ezt érdemes a probléma leirasaba befoglalni (habéar az apaproblémaval
Osszevetve ez ki is olvashato a tomorebb kodolasbol). A fenti update-szabalyoknak
van egy szokasos értelmezése/interpretécioja: A problémakat egy veremben taroljuk.
A verem sz6 azért jogos, mert csak a verem tetején lévs feladatot latjuk, amit
olvashatunk, kivehetiink a verembdl, vagy rapakolhatunk. Fent éppen egy ilyen
verem kezelési utmutatojat irtuk le. A verem tartalma (ez lesz amunkaszalagon)
mindig egy gyokérbsl induléd ut csicsai. Ahogy a gyokérbdl indulva végigmegytink
az Uton, a veremben névekvé magassdgban lesznek a feladatok. A verem tetején
1év6 probléma az it végén 1éve csiicsnak felel meg.

Ha V elemei 0-1 sorozatokkal van kodolva (O(log |V'|) hossziakkal) és a sorozata-
ink kodjainak lexikografikus rendezésében az elsé |V'| darabot vessziik csicskodnak,
akkor a LEPTETES lépés lehet eggyel valo novelés, a KIMERULES tesztelése pedig
az utolso csucs kodjanak és a legnagyobb kodnak az Gsszehasonlitasabol adodik. A
leallasi szabalyok: Ha a gyokér-feladatot igenlGen valaszoljuk meg, akkor gépiink
ELFOGAD allapottal megall. Ha a gyokér-feladat kozéps6 w csiicsa kimeritl, akkor
a gépiink ELVET allapottal megall. A konstrualt gép nyilvan az ELERHETOSEG
nyelvet fogadja el.

Az atmeneti fiiggvény leirasat (a munka-abécé, allapothalmaz valasztasat bele-
értve), azaz a technikai részletek kidolgozasat nem végezziik el. A programozéasban
jartas hallgato elvégezheti. Konnyen ellenérizhets, hogy a munkaszalag tartalma
legfeljebb ¢ probléma leirasa, amelyek mindegyike két cstcs kodja, egy k& < ¢ para-
meéter, és egy bit (apjanak — amennyiben nem a gyokér — bal vagy jobb gyereke).
A teljes tarigény O(¢ -logn) = O(log®n).
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