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1. Szép id6- és tarfliggvények

Definicié. Egy t(n) : N — N fliggvényt szép id6fiiggvénynek nevezziik, ha minden
n hosszt inputon pontosan t(n) ideig fut.

Definicié. Egy s(n) : N — N fiiggvényt szép tarfiiggvénynek nevezziik, ha minden
n hossza inputon leall és pontosan s(n) mezét érint a munkaszalagon.

A fentiek technikai feltételek. Azonban az eddig hasznalt fliggvények mind szé-
pek. (Példaul id§ esetén a polinom fliggvények, 2", vagy tar esetén [log,n| is.)
A fenti szépség hasznat néhany példaval vilagitjuk meg.

Példa. Feltessziik, hogy t(n) szép id6fliggvény. Legyen T egy tetszdleges Turing-gép.
Legyen w egy tetsz6leges n hosszu input.

w-t atmasoljuk egy munkaszalagra, majd a szemek /kezek balra visszamennek (2n
id6). Innen parhuzamosan szimulaljuk a 7' gép futésat és a munkaszalag segitségével
egy t(n) szépségét mutatd W gépet. A T gép ELFOGAD/ELVET allapota leallitja
gépiinket. W leallo allapotat CSOROG-nek nevezziik. W-re tigy gondolunk mint
egy orara. A CSOROG allapot az egész gépet leallitja. Igy az 1j gépiink garantaltan
2n+t(n) id6ben leall (t(n) + 2n és t(n) nagysagrendileg megegyezik). T szamitéasait
elvégzi, ha azok a t(n) id6be beférnek.

Példa. Feltessziik, hogy s(n) szép tarfiiggvény. Legyen T egy tetszbleges Turing-gép.
Legyen w egy tetsz6leges n hosszu input.

El6szor szimuléljuk az s(n) szépségét mutatdo W gépet. Majd a hasznalt mezs-
ket feliiltirjuk egy tires jellel és mogéjiik tesziink egy EDDIG karaktert. Ezekutan
elkezdjiikk a T' gép szimulalasat. Ha az EDDIG karaktert olvassuk, akkor ledllunk
SOK-MEMORIA allapottal. A T' gép ELFOGAD/ELVET éllapota leallitja gépiin-
ket. Igy az 0j gépiink garantaltan 1 + s(n) tarat hasznal (s(n) és s(n) + 1 nagy-
sagrendileg megegyezik). Az 1j gép T szamitasait elvégzi, ha azok a s(n) tarba
beférnek.

Példa. Legyen T egy nem-determinisztikus gép, amely ¢(n) idGigényt és az L nyelvet
szamolja ki. Ennek lehet sok olyan futésa lehet, aminek idejérél nem tudunk semmit.
A fenti példa alapjan HA t(n) szép, akkor feltehets, hogy gépiink minden futasa
t(n) =~ t(n) + 2n lépés alatt megall. A leéllitott futdsok nem valtoztatjak meg
az elfogadott nyelvet. Az id6bonyolultsigi feltétel miatt w € L esetén lesz olyan
EIFOGAD allapothoz vezets futas, ami CSOROG el6tt végetér. Azaz a szimulalo
gép is ,észleli" ezt.



Példa. Legyen s(n) egy szép tarfiiggvény. Legyen T egy s(n) tarigényti gép. Ekkor
elérhetjiik, hogy gépilinknek pontosan kétféle ledllo konfiguracioja legyen:

Futtassuk T-t. A szamitas végén azonban ,tartsuk meg magunknak" az ered-
ményt és az ELFOGAD/ELVET allapotok bejelentése elstt toroljik le a munka-
szalagot s(n) hosszban (a szépség miatt ez konnyen megtehets). Minden szem /kéz
mozogjon balra. Ezek utan érjiik el a kiszamitott eredménynek megfelel§ leallo al-
lapotot. Kétféle leallo konfiguracio (,fénykép" a géprol) és termeészetesen gépilink
ugyanazt szamolja ki mint az erdeti.

Megjegyezziik, hogy a szép idsfuggvényt (legyen W az ezt bizonyité Turing-gép)
tarkijelolésre is hasznalhatjuk. w atmésolasa utan W szimuléacioja mellett a tébbi
munkaszalagon a balra allitott szem /kéz folyamatosan jobbra haladjon a CSOROG
allapotig. Ekkor az dtmaéasolt inputon tuli munkaszalagokon pontosan t(n) mezé lett
kijel6lve.

Emlékeztetd. Az eddigi nyelvosztalyokroél a kovetkezd tartalmazasok nyilvanvalok:

NP C NEXP

Ul Ul
P - EXP
Nl Nl
L C PSPACE C EXPSPACE
Nl Nl Nl
NL C NPSPACE C NEXPSPACE
Ul ul

NP C NEXP

Az L, P,EXP nyelvosztalyok determinisztikus gépekhez kapcsolodnak, ebbdl
adodoan zartak a komplementerképzésre. Az NL NP, NPSPACE, NEXP oszta-
lyok nem-determinisztikus nyelvesaladok (ezt hangstlyozza a kezdd N bett). Ezek

esetén a co N'L,co NP,co NPSPACE, co NEXP osztalyok érdekesek.
Definicio.
TIME(t(n)) = {L : 1etezik L-et elfogadd T" Turing-gép, amelynek futési
ideje minden w-n legfeljebb #(|w|)}.
SPACE(s(n))) = {L : létezik L-et elfogadd T Turing-gép, amelynek téar
igénye minden w-n legfeljebb s(|w|)}.

Célunk a kovetkezd tartalmazési lanc belatésas:

1 2 3
LONLEP cNPEPSPACE c NPSPACE CEXP c NEXP.

Megszamoztuk a még bizonyitatlan tartalmazasokat. Az aldbbiakban belatjuk eze-
ket. Célunk azonban nem a minél révidebb indoklas, hanem az eredmények Ossze-
foglalasa és a kés6bbi modszerek bevezetése.



2. Tovabbi tartalmazasok bonyolultsagi osztalyok ko-
zott

Eszrevétel 0.a. TZME(t(n)) C SPACE(t(n)).

Valoban, az idSkorlat korlatozza azt, hogy a munkaszalag szem/keze milyen
messze tud elmozogni.

Eszrevétel 0.b. (i) TIME(t(n)) C NTIME(t(n)).
(i) SPACE(s(n)) C NSPACE(s(n)).

Valéban, a determinizmus felfoghat6, mint a nem-determinisztikussag egy spe-
cialis esete.

Eszrevétel 1. NTIME(t(n)) C SPACE(t(n)), ahol t(n) szép idsfiiggvény.

Bizonyitas. Legyen L € NTIME(t(n)). Ekkor megadhato ezt bizonyité T' tanu-
szalagos Turing-gép (azaz T az L nyelvet fogadja el és minden w inputra ¢(|w|) az
idébonyolultsaga. Ezt a tovabbiakban L €r NTZME(t(n)) jeloléssel irjuk le.

Az allitas bizonyitasdhoz megadunk (7-re alapulva) egy T egy determinisztikus

Turing-gépet, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el és tar korlatja t(n) lesz. Ehhez
megtartjuk T lefrasdhoz sziikséges munkaszalagokat és hozzaadunk egyet, amely a
tanu szalag szerepét tolti be és még egyet, ami egy ora szerepét tolti be (¢(n) szép id-
dsfliggvény). Persze az 0j gép a nem-determinisztikus gépek ,zsenialitasat" /tippels
tulajdonsidgat nem birtokolja. T mitikodésének lefrésahoz megadjuk, hogyan néz ki
egy futdsa. Ebbdl az atmenetifiiggvény (formalis leirasa) kiolvashato. Feltessziik,
hogy az inputunk hossza n.
Inicializalo fazis: A tanuszalag szerepét betoltd munkaszalagon kijeloliink ¢(n)
szamu mez6t, melyet egy I'-beli specialis hatéarolojellel lezarunk. Ez egy csak erre
a célra hasznélt karakter. Ezen karakter olvasasakor tudjuk, hogy a tar korlat be-
tartasa mellett nem léphetiink jobbra. (t(n) szép idéfiiggvény, azaz vehetiink egy
orat, ami t(n) lépés utan ,csorog" (és persze ujra felhuzhato). Ennek segitségével a
tarteriilet kijelolése konnyen megoldhatoé: a munka szalag felett a csorgésig jobbra
mozgunk.)

A tanuszalag szerepét betolté munkaszalagra felirjuk az els6 lehetséges ¢(n) ka-

raktert, ami egy tantu-kezdet lehet (t6bb karakterre nincs sziikségiink mert ¢(n)
idékorlatos gép nem tud tébbet elolvasni).
Szimulalo fazis: A T Turing-gép munkaszalagjainak megfelel§ szalagokon szimu-
laljuk T futasat az elsé tantn ¢(n) ideig. A szimulacio vagy ELFOGAD, vagy NEM-
STIMMEL é&llapottal ér véget, vagy letelik az id6/kifutunk a ¢(n) idébdl. Ez utobbit
is a tesztelt tanu elvetéseként (NEM-STIMMEL éllapot) fogjuk fel.

Ha a szimulaci6 ELFOGAD élapotba jutott, akkor mi is ELFOGADjuk az in-
putot, T is ledll. Ha ELVET allapotba jutott, akkor a tanu szalag szerepét betdlté
szalagon a kovetkezs lehetséges t(n) hosszu tantkezdettel irjuk felil eddigi tartal-
mat. A tobbi szalag tartalmat letoroljiik. Megismételjiik a Szimulalo fazist.

Ha a kovetkezd tant-kezdet generdldsa nem lehetséges, mert az Osszes tanu-
kezdetet teszteltiik (a tantuk kimertiltek), akkor ELVET allapottal leallunk.

1. Allitas. (i) T L-et szdmolja ki.
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(1) T tdrigénye legfeljebb t(n).
Mindkét rész egyszertien adodik az el6z6ekbdl. Ezzel az észrevételt igazoltuk. W
Ezzel specialisan adodott a (2)-vel jelolt tartalmazas.

Eszrevétel 2. SPACE(s(n)) C UpenT ZME(c*MHoe(+) “ahol s(n)) szép tarfiige-
vény.

Bizonyitas. Legyen L € SPACE(s(n)). Ekkor megadhaté olyan T Turing-gép,
amely eldonti L-et (specidlisan minden w € L-en megall), és a tarigénye legfeljebb
s(n).

Legyen ko(w) — Ki(w) — Ko(w) — ... — ky(w) a futds w-n. Azaz ez egy
¢ > 1 hosszu, véges konfiguraciosorozat, ahol az elsé konfiguracio (ko(w)) a kiindulo
konfiguracié (ebben az allapot START) és az utolso allapot (k,(w)) az els6 olyan
konfigutécié a futas soran, amleyben az allapot ELFOGAD/ELVET.

Konnyt latni, hogy a futas soran nem ismétlddhet konfiguracio, azaz i # j esetén
ki # K; teljesiil. Valoban minden konfiguracié egyértelmtien meghatarozza a rako-
vetkezdt, igy ismétlddés egy végtelen, periodikus konfiguraciosorozathoz vezetne.

Hanyféle konfiguracio 1éphet fel a fenti sorozatban rogzitett w esetén? Legyen
lw| = n. Egy fels6 becslés a kérdésre adando vélaszra (o, fr konstansok T-t6l
fiiggnek):

(n+2)-1S]- (s(n) + 1) - [T™) < ap(n + 1)3" = gy o),

hiszen az input szem helyzete n + 2-féle, a munka szem helyzete s(n) + 1-féle, az
input szalag tartalma |I'|*(-féle, az allapot |S|-féle lehet.

Osszefoglalva: Ha a futasi id6 B7°™)1°8"nél hosszabb lenne, akkor a futas soran
a konfiguriciok ismétlddnének, igy a futés végtelen lenne.

Tudjuk, hogy nincs igy. Tehat kaptuk, hogy T" idGigénye automatikusan megfelel
az észrevételben szereplékkel. [ |

Eszrevétel 3. NSPACE(s(n)) € U TIME(c*MFs+1)) “ahol s(n) szép tarfiigg-

. ceN

vény.

Bizonyitas. Legyen L €r NSPACE(s(n)). Azaz T (L. értelemben vett) nem-
determinisztikus Turing-gép, vagyis az atmeneti fiiggvény nem-determinisztikus, a
futas |, szétagazd" lehet. T kiszdmolja L-et és tarigénye s(n). T-r6l feltehetd, hogy
leallaskor az input- illetve a munkafej a szalag elejére &ll, tovabba a munkaszalag
elsé s(n) karaktere iires (a gép leradirozza a munkateriiletét). Igy a leallaskor két
konfiguracié fordulhat els. Specidlisan elfogad6 futés soran tudjuk mi az utolso
konfiguracio.

Definicié. Redukalt konfiguracio s(n) tarigényt I. nem-determinisztikus Turing-gép
esetén adott w inputra nézve a kévetkezé komponenseket tartalmazza:

1) input- és munkafej pozicioja,
2) munkaszalag els6 s(n) karaktere,

3) a gép allapota.
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Tulajdonképpen csak az inputszalag tartalmat és a munkaszalag garantaltan
olvasatlan/érintetlen részét takartuk le a (teljes) konfiguraciobol. A redukalt konfi-
guraciok halmaza legyen V. Ekkor

V| <ap-(n+1)- 6",

A k konfiguraciobol természetesen kiolvashato a megfeleld redukalt p = red(k)
konfiguracié. Ha ismert az w input, akkor megforditva is igaz: w és a p redukalt
konfiguracié meghatarozza a k = konf(w, p) teljes konfiguraciot.

Definicié. Legyen T egy I. nemdeterminisztikus Turing-gép és w egy inputja. Ek-
kor 6W7T a (T,w)-hoz tartozo redukalt konfiguraciok grafja. Ez egy iranyitott graf,
ahol a csticsok halmaza a fenti V halmaz, tovabba ut akkor és csak akkor él, ha az
konf(w, u) konfiguracié utdn az atmeneti fliggvény megengedi a konf(w, v) konfigu-
raciot.

Legyen V specialis eleme vy = red(ko(w)) a kezdd konfiguracio redukaltja. Le-
gyen vy az elfogadé leallasnak megfelel§ konfiguracié redukaltja.

Megjegyezziik, hogy determinisztikus gép esetén is bevezethetsk a fenti fogalmak.
Ekkor a definiélt iranyitott graf minden pontjénak kifoka 1 lenne.
A kovetkezd allitas a fenti definiciok megértése utan nyilvanvalo.

2. Allitas. Azw el pontosan akkor teljesiil, ha (_}’L’T—ben létezik vovy 1rdnyitott it.

Valoban, w € L ekvivalens elfogad6 futas létezésével w-n. Az elfogadd futasok
parbaallithatok a vgv; iranyitott utakkal.

Legyen T1(T') egy determinisztikus gép, ami az w inputon kiszamitja a E')%T, Vg, U1
hérmas kodjat.

3. Lemma. T1(T') megualdsithato dgy, determinisztikus tdrigénye
ar(s(n) + log(n + 1))
legyen.

Bizonyitas. A megadott tar arra elegendd, hogy a munkaszalagon konstans szamu
redukalt konfigurécioé kodjat irjuk le. Szamunkra két redukalt konfiguracié szamara
kell hely. A futas elején kijeloliink két blokkot a munkaszalag elején, amik egy-egy
redukalt konfiguracié tarolasara szolgalnak (s(n) szép tarfiiggvény).

Az els6 blokkban felsoroljuk az 6sszes lehetséges kodszot. Ezek a jeloltek arra,
hogy grafunk egy cstucsat kodoljdk. Mindegyik jeloltnél eldontjik, hogy redukalt
konfiguracio kodja-e. (Egy természetes kodolasi szabély lerdgzitése utéan az a fel-
adat konnyen megoldhat6.) Ha nem, akkor a kévetkezd jeloltre tériink at. Ha igen,
akkor dtmasoljuk az outputszalagra, majd egy ¢’ rakunk. Ezutan fogjuk irnunk a
ki-szomszédok sorozatiat. A munkaszalag méasodik blokkjaban szintén elkezdjik a
redukalt konfiguraciok felsorolasat. Ha a munkaszalagon x és y redukalt konfigura-
ciok kodja szerepel, akkor eldontjiik, hogy x-bdl vezet-e él y-hoz. Az inputszalagon
ott van w a T Turing-gép az egész kondtrukcié alapja, iszmert szamunkra. Ezen
részfeladat implementacidja ismét egyszerd. Ha azt kapjuk, hogy vezet él, akkor
y-t az outputszalagra masoljuk Ha azt kapjuk, hogy nem vezet él, akkoregybdl a
kovetkezG y keresésére tériink. Ha az y kimeriil, akkor az kovetkezG6 x keresésére

tériink at. Ha az x-ek is kimeriilnek, akkor kiszamoltuk waj kodjat.
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vg és vy kodjanak felirdsa az outputszalagra szintén konnyen megoldhato.
A részfeladatok megoldasat nem részleteztitk. Megvalositdsuk soran az adott
tarkorlatot nem kell tullépniink. [ |

Térjiink vissza a bonyolultsagi osztalyok tartalmazésanak bizonyitdsdhoz. L €p
NSPACE(s(n)). Futassuk T1(T)-t w-n és rjuk le 6W,T, v, v1 kodjat. Ennek a de-
terminisztikus eljarasnak a tarigényét el6bb becsiiltiik és igy futési ideje is legfeljebb
20r(s(n)Hog(n+1)) oy a kiszamolt kodszo hossza is legfeljebb 2087 (s(r)+log(n+1)),

Dontstiik el, hogy 5W7T—ben van-e vovp irdnyitott at. Erre szamtalan megoldés
létezik. A szélességi, illetve mélységi keresés modszere biztos szerepelt BSc Algo-
ritmuselmélet kurzusban. Az algoritmus Turing-gépen megvalosithato (7T5). Futési
ideje (kiilondsebb o6tlet nélkiil) polinomialis az input hosszaban.

T\ (T) és Ty, egyiitt éppen az L nyelvet donti el és idgigénye 277 (s()+log(n+1))
adja a bizonyitandot. [ |

Eszrevételiinkbél az (1) és (3) tartalmazas is adodik.

3. Eléretekintés

A bizonyitott tartalmazasokat kiegészithetjiik a nem-determinisztikus osztéalyok komp-
lementer nyelveinek osztalyaival:

NL NP NSPACE
& <G O & O
L P PSPACE EXP
O 2RS & \§ &
co NL co NP co NSPACE

Tovabbi Osszefiiggések is vannak:
NL =coNL,

PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE.

Ezeket az Osszefliggéseket késébb igazoljuk.
Az is igaz, hogy az idg, illetve tarkorlat lényeges emelésével b&vebb osztalyhoz
jutunk:
L PSPACE,

P C EXP.

Ennél tobb azonban nem ismert. Azt a kérdést, hogy ,A P C NP tartalma-
zas valodi, vagy egyenl@ség all fenn?" sokan a XXI. szazadi matematika koézponti
probléméjanak tartjék.
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