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1. D-n kivul

Enlitettiik, hogy a bonyolultsagelmélet téméaja a D-beli nyelvek vizsgéilata, dsszeha-
sonlitasuk, bonyolultsig szerint struktaralasuk. A D-n kiviili nyelvek is igen aktivan
vizsgaltak. Kutatasuk modszerei és motivacioja inkabb a matematikai logikahoz kot-
heté.

Egy 14j probléma esetén az els§ kérdés (dontési problémak esetén), hogy D-hez
tartozik-e. Nagyon sok matematikailag fontos, kdzponti kérdés esetén kideriilt, hogy
nem D-beli kérdésrél van sz6. Egy ilyen matematikai tétel jelentése az, hogy amig
a Church-tézis jol leirja a kiszdmithatosag fogalmét, addig tudjuk, hogy a probléma
altalanossdgban szamitogéppel NEM kezelhets. Természetesen specialis inputokra,
kiilonbozé feltételek mellett elképzelhets a kiszamithatosidg. Ilyen probléméknal a
matematikai kutatasoknak ebbe az iranyba kell tartaniuk.

Most néhéany ilyen probléméat sorolunk fel. Az elsé Hilbert X. problémaja. Ennek
torténeti jelentGsége van. Ez nagyban hozzajharult a kiszamithatosag fogalméanak
tisztédzasahoz, ami elvezetett a Turing-gép definicivjahoz.

Példa (Hilbert X. Problémaja). Legyen
DIOPHANTOSZ = {[p(z)] : p € Z[z1, 2, ...,2,], p-nek van egész gyoke}.

Hilbert probléméjanak modern értelmezése, hogy DIOPHANTOSZ nyelv D-hez
tartozik-e. (A probléma kitiizésének idejében D fogalma még nem sziiletett meg.) A
klasszikus nyelven a probléma az, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egész
egyiitthatos polinomroél eldonti, hogy van-e egész gyoke.

Két lehetdség volt. Vagy valaki ad egy algoritmust, ami megoldja Hilbert prob-
lemajat (azaz DIOPHANTOSZéE D), a metematikusok kozossége pedig megérti,
ellendrzi és elfogadja az algoritmust. A maésik lehetdség: nincs ilyen algoritmus.
Ebben az esetben ezt bizonyitani kell. Ez nem megy D definicidje nélkiil. Kideriilt,
hogy a méasodik lehetéseg az igazség.

Hilbert X. problémajanak megoldasanak torténete: 1900 Hilbert eladja a prob-
lémat, 1935 Church megfogalmazza a Church-tézist, 1936 Turing bevezeti a Turing-
gép fogalméat, 1950-es és 60-as évek A Diophantikus halmazok bevezetése és vizsga-
lata Davies és Robinson vezetésével, 1970 Matijaszevics megteszi az utolsod (legne-
hezebb) lépéseket, bebizonyitja, hogy DIOPHANTOSZ nem tartozik D-hez.

Természetesen DIOPHANTOSZe S (miért?).

Egy valtozo illetve linearis eset konnyen megoldhat6. A kvadratikus kétvaltozos
eset is megoldhato, de mar komoly szdmelméleti vzisgélatok sziikségesek.
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Példa (Széprobléma). SZOPROBLEMA inputja tartalmaz egy G csoportot. G-re
multiplikativ irdsmodot hasznélva hivatkozunk. Mielott leirnank a teljes problém’at
tisztdznunk kell, hogyan kodolhatunk csoportokat?

Egy lehetséges megoldast ad a kombinatorikus csoportelmélet. Legyen G egy
csoport egy B generatorhalmazzal. Ekkor B elemeibdl kifejezéseket épithetiink fel,
amik a csoport egy-egy elemét irjak le. Ha B = {a,b, c}, akkor abbaca™'ba~! egy
ilyen kifejezés. 1, az el6z6 bettikészletbdl felirt iires szorzat is egy kifejezés, ami
a csoport egységelemét irja le. Tehét a kifejezéseink, szakzsargonnal szavaink, B
elemeibdl és B elemeinek inverzébdl szorzasokkal felépitett kifejezések. Persze kii-
16nb6z8 szavak irhatjak le ugyazt az elemet. A csoportszamtan garantalja, hogy
aa~'b és b ugyanazt az elemet irja le.

Egy sz6 elemi egyszeriisitése az zx ™!, illetve 712 egymasutéani két karakter ki-
huzasa. Ha egy wy, wq, ws, . .., w, szosorozatban barmely két egymasutani sz6 koziil
egyik a masik elemi egyszertisitése, akkor a sorozat barmely két eleme ugyanazt a
csoportelemet irja le. Azt mondjuk w; és w, ekvivalens. Ez egy ekvivalenciarela-
ci6 a B-bdl felirhatoé csoportkifejezések halmazan. Az ekvivalenciaosztalyok kozott
konnyt szorzést, inverzet, egységosztalyt definialni. Igy egy csoporthoz jutunk. Ez
a B generatorhalmazhoz tartozo ,legb&vebb" generalt csoport. A neve a B altal
szabadon generalt csoport.

A B altal szabadon generalt csoport esetén konnyt tervezni egy algoritmust,
amley két adott soz’rél eldonti, hogy ugyanazt a csoportbeli elemet irjak-e le. Joval
altalanosabb csoportok is leirhatok a fenti modszer altalanositasaval: Adjunk meg
elemi egyszeriisitésekkel (és persze elemi bonyolitasokkal) nem levezethets szoegyen-
16ségeket. Ha ilyen Osszefiiggések egy halmazat adjuk meg, akkor ehhez is tartozik
egy csoport: az elemi egyszertisités/elemi bonyolitas fogalmat ki kell terjeszteni az
egyenlGség egyik oldalan szerepld kifejezés atirasaval a masik oldalon szerepld kife-
jezésre. Igy ha adott egy B halmaz és T egyenlSségek egy halmaza (ezek bal és jobb
oldalan egy-egy sz6 szerepel), akkor egy G = (B;T') csoportot irtunk le.

Amennyiben B és T véges az igy leirt csoportok a végesen prezentalt csoportok.
Példaul (a, b; ab = ba) egy csoport. konnyen ellenérizhetd, hogy ez (Z,+) x (Z,+).

Ezekutan a probléménk: Legyen adva egy B véges generatorhalmaz, egy véges
T osszefliggés halmaz (igy adva van egy G = G(B;T') végesen prezentalt csoport).
Adott még két B-re épitett sz6. Dontsiik el, hogy azonos csoportbeli elemet irnak-e
le.

1

Definicié.
SZOPROBLEMA = {[B, T;w; = w,] : a (B;T) csoportban
a wy és wy csoportelemek megegyeznek }
A probléma eldonthetetlen,
SZOPROBLEMA ¢ D.

azaz

[gazabol 1étezik olyan egyetlen végesen generélt csoport, amely olyan komplex,
hogy az erre vonatkozd szoprobléma (a csoport most nem része az inputnak) is
eldonthetetlen.

Példa. HOMEOMORF inputja két topologikus tér. Azt kell eldonteniink, hogy
homeomorfak-e.
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[smét a lényeges kérdés: Hogyan kodolunk topologikus tereket? A legegyszeritibb
megoldéas a rekurzio: Egyszerd, jol ismertnek vett topologikus terekbdl egyszert
operéaciokkal | felépitiink" tovabbi, bonyolultabbakat. Talan a legkombinatoriku-
sabb lehet6ség, ha szimplexekbdl indulunk ki. Szimplexek a pontok, szakaszok,
haromszogek, tetraéderek. Ezek pontosan a legfeljebb hdrom-dimenzios szimplexek.
Minden d természetes szam esetén definidlhato egy d-dimenzids szimplex, példaul a
R? origoja és e; standard baziselemeinek konvex burka. A felépités lehet a lap-menti
ragasztas. A Konnyid igazolni, hogy csak a kiindulé szimplexek dimenzidja és a
ragasztasnal hasznalt lapok ismerete elég a leirt topoldgikus tér homomorfiatipusa-
nak ismeretéhez. Ennek leirdsahoz a szimplexeket és lapjaikat azonositjuk csicsaik
halmazaval. A szimplicidlis komplexus egy halmazrendszer lesz egy véges V' hal-
maz felett. A szimplicialis komplexus egyetlen tulajdonsaggal jellemezhets: minden
hozzatartozé halmaz sszes részhalmaza is hozzatartozik (egy szimplex cstcsainak
tetszbleges csticshalmaza egy jol meghatarozott lapja — ami szintén egy szimplex
— csticshalmaza).

A HOMEOMORF probléma (pontosabban a SZIMPLICIALIS-KOMPLEXU-
SOK-HOMEOMORFIZMUSA probléma) nem eldénthets. Azaz

HOMEOMORF ¢ D.

Példa. A POST probléméaban adott ¥ véges abécé. Az input egy domind készlet:
Véges sok domindtipus, ahol egy tipus egy alsoé és egy fels6 minta, ami egy-egy
Y*-beli sz6. Minden tipusbdl végtelen sok dominénk &ll rendelkezésiinkre. Azt kell
eldonteni, hogy ki tudunk-e rakni domin6inkbél egy sort tgy, hogy az also és felsé
mintak osszeolvasva (konkatenalva) ugyanaz a szot adjak.

A probléma a mi elemi targyalasunk helyett a félcsoportok nyelvén is elmondhato.
Az irodalomban legtobbszor félcsoportokra vonatkozo problémaként ismertetik ezt
a nyelvet.

A probléma nem eldonthetd.

POST ¢ D.

A fenti matematikai motivacidju problemék utan megadunk egy eldonthetetlen
nyelvet, ami a Turing-gépek definiaciojaval kapcsolatos. Be is bizonyitjuk eldont-
hetetlenségét. A példa Turing nevéhez flizodik, az egyik els§ kiszamithatatlansagi
eredmény.

Példa.
Definicio.
MEGALLAS = {[T,w] : T leall w-n, azaz STOP
vagyis ELVET /ELFOGAD allapotba keriil}.
1. Teétel (Turing-tétel). (i) MEGALLAS € S,
(ii) MEGALLAS ¢ D.

Bizonyitas. A tétel elsd része kovetkezik az univerzélis Turing-gép leirasabol. A
szimulalo gép leallasat tgy kell modositani, hogy ne a ledlld allapotnak megfelels
allapotba jusson, hanem a ledllas tényét bejelenté ELFOGAD allapotba keriiljon.

A masodik allitas bizonyitasa indirekten torténik, azaz tegyiik fel, hogy létezik 1
Turing-gép, amely eldonti a MEGALLAS nyelvet. Tovabbiakban az indirekt feltevés
I gépére alapitva egy kissé modositott gépet irunk le.
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Definicié. Legyen I egy Turing-gép, amely eldonti, hogy 7 input kédol-e Turing-
gépet. Amennyiben nem a gép ELVET allapotba keriil. Amennyiben i = [T'] az
I MEGALLAS nyelvet eldénts Turing-gépet futtatja (,7)-n. Ha a futtatas ELFO-
GAD allapottal ér véget, akkor jobbra-balra 1épegets végtelen ciklusba megy at, ha
ELVET allapottal ér véget, akkor STOP allapottal leall.

Keérdés: Mit csinal I gép fﬁ—n? Azaz mi torténik, ha a sajat kodjan futtatjuk
az [ gépet?

A definicié alapjan ,kibontja magéat", és a MEGALLAS nyelvet eldonts géppel
eldonti, hogy a megadott inputon (ami esetiinkben sajat kodjan) hogyan dolgozik.
Ha I ELFOGAD allapotba keriil (a I gép [I]-n megall), akkor nem 4ll le (marmint
I az [T]-n), és ha I ELVET allapotba keriil (a I gép [I]-n nem 4ll meg), akkor leall.
Mindenféleképpen ellentmondésra jutunk. |

A bizonyitas lényege hasonlit Cantor bizonyitasara, hogy [0, 1] nem felsorolha~
t6/megszamlalhatoan végtelen halmaz (atlos modszer), csak ebben az esetben sza-
mok és sorszamok helyett gépek, illetve inputok kodjai szerepelnek.

A kurzus tovabbiakban részében a D halmaz nyelveivel dolgozunk. Célunk az
eldontési problémék Osszehasonlitasa, a dontési feladatok nehézségének mérése.

2. Nem-determinizmus

Az eddig targyalt kiszamithatosagi fogalom olyan volt, hogy ismert input esetén egy-
értelmd volt, milyen konfiguréciésorozatot kovetve fut a gép. Az emberi gondolkozas
nem igy szamol.

Az eredeti kiszamithatosaghoz egy jelz6t tesziink: a definialt Turing-gép egy
determinisztikus gép. Vannak nem-determinisztikus gépek is. Az aldbbiakban a
nem-determinisztikus Turing gépekre két alternativ definiciot is adunk.

Definicié (l. valtozat). Hasonloan mint a determinisztikus Turing-gépeknél, itt is
vannak szalagok, fejek, allapotok, stb. Azonban az dtmeneti fiiggvényt méar mashogy

definialjuk:
5: Y x I x S—>P({<_,,_)} x I' x {<_7'7_)} X S)\{@}

Azaz a konfiguracio latott része fliggvényében nem egy update-szabaly adott,
hanem update-szabélyok egy halmaza. Igy az w inputhoz tartozoé futas nem meg-
hatarozott (idegen szoval nem-determinisztikus), azaz a ko(w) kezdSkonfiguraciobol
tobb lehetséges konfiguracié felé mehetiink az dtmenetifiiggvény éltal leirt halmaz
mindegyik eleme egy-egy lehetséges rakévetkezs konfiguraciot ad. Igy egy xo(w)-ban
gyokereztetett fa irja le a gép lehetséges futésait.

A nem-determinizmus megértéséhez nagyon fontos, hogy tisztézzuk mikor is sza-
mit ki egy gép egy nyelvet.

Definicié. Az w inputot pontosan akkor fogadja el a T nem-determinisztikus Turing-
gép, ha létezik ELFOGAD éallapotba vezetd futdsa. Azaz w elvetése ekvivalens azzal,
hogy w-n minden futasa ELVET é&llapothoz vezet.
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Definicié (Il. valtozat). Ebben az esetben egy plusz szalagunk lesz az input- és
munkaszalagok kozott, az tgynevezett tani/bizonyitas szalag. Ez a szalag csak
olvashato és a fej csak jobbra tud mozogni rajta. Az atmeneti fiiggvényt ugyanugy
definialjuk, mint a determinisztikus esetben, és a futas is determinisztikus lesz, azaz
w és T (a tantszalag tartalma) egyértelmiien meghatéaroz egy konfiguraciosorozatot:

Ko = Ko(w,T) = K1 — Ko — ...

Az w inputot pontosan akkor fogadja el egy nem-determinisztikus Turing-gép,
ha van olyan 7 taniszalag tartalom, amelyre a futas ELFOGAD allapotba keriil.

[>[oJof1]1]o]1]of1]o]1[1]]]

Slndilnldli [glali 61t ndi Tnld]i [q]

>alv]jajwlela]! [5]5]5]a] f ] f ] -

2. 4bra.

A két valtozatban egy lényeges kiilonbség, hogy az els6ben a nem-determinizmus
a futés soran ,szétszort", az utolsod lépés el6tt sem meghatarozott a végss allapot.
A masodik valtozatban a nem-determinizmus a 7 vélasztéasaval jelentkezik. A futés
ezekutdn determinisztikus lesz.

Az alabbiakban a nem-determinisztikus szadmitason alapul6 nyelvosztalyokat ve-
zetjiik be. A nem-determinizmus kétféle valtozata koziil barmelyikre alapozhatjuk
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definicivinkat (agy, hogy ugyanahhoz a nyelvosztalyokhoz jussunk). Mi a mésodik
(tantszalagos) szemléletet kovetjiik.

Definicié. Legyen T egy II. értelemben vett nem-determinisztikus Turing-gép.
Ekkor TIME(w, ;T) és SPACE(w, ;1) a determinisztikus eset lemasolasaval
definialhato.
Legyen

min{7ZME(w,;T) : ahol 7 olyan, hogy w-n
NTIME(w;T) = T ELFOGAD allapotba jut}, w € L,
min{7ZME(w, ;T : ahol T € ¥*}, wéL.

Azaz az elfogad6 futésok koziil a | legzsenidlisabb" tantszalag-tartalom szabja meg
az id6 korlatot.

min{SPACE(w, 7;T) : ahol 7 olyan, hogy w-n
NSPACE(w;T) = T ELFOGAD allapotba jut}, w € L,
min{ SPACE(w, 7;T) : ahol 7 € ¥*}, w¢ L.

Ezekutan a nem-determinisztikus osztalyok definicidja méar értelemszert.
Definicié.

NP = {L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el
létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NTZME (w;T) < |w|* 4.}

NEXP =
{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el

l6tezik olyan i € N, hogy minden w-ra NTIME (w;T) < 211+ 1

NL =
{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el
létezik olyan ¢ € N, hogy minden w-ra NSPACE (w;T) < ilog(|w|+1).}

NPSPACE =

{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el

létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NSPACE(w;T) < |w| + 1.}

NEXPSPACE =
{L : 1étezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el

létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NSPACE (w:T) < 2+ }

Ismét megjegyezziik, hogy (a nem-determinizmus kétféle valtozatan tul) az alap-
modell kiilonféle megéllapodésait hasznalva a definialt osztalyok nem valtoznak.

3-6



Eszrevétel. A determinisztikus osztalyok zartak a komplementalasra. Példaul, ha
L ep P, akkor L = ©* — L is P-hez tartozik. Az allitas bizonyit’sahoz legyen ¢ az
a Turing-gép, amit T-bSL az alabbi egyszert valtoztatdssal kapunk: Az &dtmeneti
fiiggvényt ugy irjuk at, hogy ha T-nel az ELVET éallapototirja el, akkor 7" (minden
méas megtartasaval) az ELVET allapotba jusson. Illetve forditva. Ezzel T pontosan a
T altal elvetett inputokat fogadja el. Azaz a kiszamitott nyelv akomplementer nyelv
lesz. Ekozben w inputhoz ugyanolyan hossztu futas tartozik (s6t a konfiguraciok
sorozataban csak az utolsé konfiguraciok kiilonboznek, azok is csak az allapotban.
Specidlisan a munkaszalag tartalma 1" és T' futasanal ugyanazok lesznek. Azaz T' és
T bonyolultsag ugyanaz lesz.

A fenti észrevétel a nem-determinisztikus esetben tavolrél sem nyilvanvald, st
ha egy osztaly zart a komplementalasra, akkor annak igazoldsa nehéz. Emiatt a
kovetkezé definiciok jogosak.

Definicié.

co NP ={L: L€ NP},
co NEXP ={L: L c NEXP},
coNL={L:LecNL},
co NPSPACE ={L : L € NPSPACE},
co NEXPSPACE ={L : L € NEXPSPACE},

3. Osszefoglalas

T6bb idg, tobb nyelv. Tobb tar, tobb nyelv. A nem determinizmus ereje tobb nyelv.
Ezen allitasok nyilvanvaloak a definiciokbol (amennyiben a ,tobb" azt jelenti, hogy
legalabb annyi). Az is természetes, hogy korlatozott id6 korlatozott tarfelhaszna-
last is jelent. Ezek alapjan az eddigi nyelvosztalyokrol a kovetkezd tartalmazasok
nyilvanvalok:

P - EXP
Nl Nl
L C PSPACE C  EXPSPACE
Nl Nl Nl
NL C NPSPACE C NEXPSPACE
Ul ul
NP - NEXP
Ul ul
P C EXP
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