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1. Az algoritmus naiv fogalma

Az algoritmus egy eljaras, ami az adatok megkapasa utan egy jol definialt lépéssort
elvégezve megadja a probléma megoldasat.

Az algoritmus fogalmaval egyiitt kialakult egy az algoritmusokkal kapcsolatos
nyelvezet is. Az adatokat inputnak, az eredményt outputnak nevezziik. Ha adott
inputon az algoritmus utasitasait kovetve végezziik az eldirt lépéseket, akkor az
algoritmus futdsdrol beszéliink.

Mar az altalanos iskoldban tanulunk algoritmusokat. Az alapmiiveletek elvégezé-
sének szokdsos modja is egy-egy algoritmus. Az alapszerkesztések, a primtényezékre
bontds megtanitott modja, az Euklideszi-algoritmus mind jol ismertnek kell lenni
egy érettségizett szamara.

Legyen 7 az inputok, O az outputok halmaza. Tehat a probléma egy f:Z — O
fiiggvény. Legtobbszor azonban nem vagyunk ennyire formalisak. A FAKTORIZA-
CIO példaul egy probléma. A széhasznalat jelentheti a kovetkezsk barmelyikét.

Példa (FAKTORIZACIO I). Input: egy pozitiv egész szam. Output: prim osztoi-
nak listaja a megfelel6 multiplicitasokkal.

Példa (FAKTORIZACIO Il). Input: egy pozitiv egész szam. Output: egy prim
osztoja.

Példa (FAKTORIZACIO Ill). Input: egy pozitiv egész szam. Output: legkisebb

prim osztdja.

Példa (FAKTORIZACIO IV). Input: egy pozitiv egész szam és egy t érték. Dontsiik
el van-e 2 és t kozotti oszto.

Barmelyik megoldésa atalakithaté (alap programozési technikak, példaul rekurz-
16, binaris keresés ismeretével) a tobbi megoldasava.

Az inputok és outputok leirdsaban/leirtak értelmezésben is meg kell egyezniiik
a szamitast kovetSknek. Ehhez 7 és O elemeit kodolnunk kell. A halmaz elemeit
kodszavakkal helyettesitjiik. Ehhez nézziink néhany fontos alapfogalmat.

Definicié. ¥ dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betik vagy karakterek
hivatkozunk.

Definicié. ¥ abécé esetén X" az n hosszi karaktersorozatok, méasképpen szavak
halmaza. 3° egy egyelemii halmaz, egyetlen eleme az € iires (0 hosszi) sz6. £* a &
abécé-t hasznalo véges szavak halmaza, azaz X% = U2 X",
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Az input/output kodolasa az input elemeinek azonositasa kodszavakkal, azaz ¥*
elemeivel.

Példa. N* (a pozitiv egészek) egy kodolasa lehet a kovetkezs. Legyen ¥ = {0, 1}.
Az x szam kodjat agy definidljuk, hogy felirjuk kettes szdmrendszerben és a kezdd
I-est elhagyjuk. 1+ ¢, 9 — 001, hiszen 9 = 1001,. Ez egy bijekcio N* és {0,1}*
kozott. Ezt nevezzik N* standard kdédoldsdnak.

Példa. Persze a tizes szamrendszerben valé felirds is egy kodolasa N-nek. Ekkor
¥ =40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. A tovabbiakban két lehetGségiink van. Vagy minden
x természetes szamnak egy kodjat definialjuk, a szokasost. Ekkor ¥X* nem minden
eleme kodol inputot. 002012 példaul nem koédol inputot. Egy méasik lehetéség, hogy
minden szamjegysorozatban a kezd6 0-kat elhagyva a maradékot értelmezziik. Ekkor
egy szamnak tobb kodja is van. 2012,02012, 000002012 kédok mindegyike ugyanazt
a szamot kodolja. Mindkét megoldas kérdéseket vet fel.

Adott ¥* egy eleme. Lehet, hogy nem kodol inputot? Ha igen, akkor mit
tesziink? Elvéarjuk az algoritmust felhasznal6tol, hogy az altala megadott jelsorozat
garantaltan inputot kodoljon és az algoritmussal barmi torténhet, ha nem igy tesz.
Esetleg elvarjuk, hogy ebben az esetben az algoritmus jelezze, hogy ,,rossz kod”.

Ha tébb kodja is van egy inputnak, akkor gyakran kijelolhetiink egy standard
kodot, amihez ragaszkodunk. Ha tobb kédja van egy inputnak, akkor elvarjuk-e,
hogy két kod esetén el tudjuk donteni, hogy ugyanazt az inputot kodoljak-e?

Ezekel a problémakkal nem foglalkozunk. A szokasos kddolasok olyanok, hogy
algoritmusaink a legnagyobb kévetelményt is konnyen teljesitik (esetleg kis tobblet
munkéval).

Példa. N kodolasa az ¥ = {1} &dbécé-vel is lehetséges: n kodja legyen n darab 1-es
(1™). Ezt N undris kddolasdnak nevezzik.

Példa. Q szokésos kodolasaban ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—} A racionalis szé-
mot kodolo szvak egyetlen ,, /” jelet tartalmaznak, ami el6tt egy természetes szam all
(esetleg egyetlen — elGjellel kezdve), mig a tortjel utan egy pozitiv egész kodja all.
Ebben a kodolasban a ,,fél” racionalis szamnak 1/2 és 1006/2012 is kodja. 1/2/3,
12/0, —1/ — 2 nem kodolnak racionélis szamot (legalabbis nem a fenti megallapodéa-
sok alapjan).
A kodoléas utan egy szamitéasi feladat egy f: X* — X* fiiggvény.

Példa (FAKTORIZACIO V). Legyen ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,.} U {,} In-
put: egy pozitiv egész szam tizes szadmrendszerben felirva. Output: prim osztoéinak
novekvd listaja, mindegyik osztot multiplicitasa koveti egy vesszével elvéilasztva, ma-
jd egy pontos vessz§ koveti, kivéve az utolsé prim osztot és multiplicitasat, amit egy

pont kovet. Azaz:
24— 2.3;3, 1.

121+ 11,2.
43— 43, 1.
2010 — 2,1;3,1;5,1;67, 1.
2011 s 2011, 1.
2012 — 2,2:503, 1.
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Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy csak megszamolhaté Z és O halmazok kodol-
hatok.

Megjegyzés. A kodolashoz eloszor valasztani kell egy abécé-t. Ekkor a ¥ = {0, 1}
valasztashoz is ragaszkodhatnank. Néha azonban technikailag egyszertibb lesz nagy-
obb abécé-vel dolgozni.

A Y = {1} , minimal abécé” is egy lehetGség. Ez azonban tilzott. Példaul az
{0,1,2,...,n—1} elemi halmaz els¢ kodolasaban minden szam kodja legfeljebb log, n
hosszi. Barmilyen nagyobb abécé-t valasztunk ennél nagysagrendileg jobb kodolést
nem talalhatunk. (Az &dbécé novelése csak konstansszorosara ,,nyomja 6ssze” a ko-
dokat.) Az egyelemd abécé viszont rossz, ebben legalabb n — 1 hosszi kodszo is
sziikséges barmit tesziink.

Egy kodoléas utan beszélhetiink az input méretérdl, az input jelsorozat karaktere-
inek szama, az input hossza.

Példa. N standard kodolasaban n kodjanak hossza [log,n]. N unaris kodolasdban
n kodjanak hossza n.

Példa. Legyen G egy egyszert grafa V = {1,2,... v} csticshalmazon. Kodolasédhoz
legyen ¥ = {0,1,}. G kodjanak hossza (3) lesz (az ilyen alaka szdmokat nevezziik
hdromszdgszamoknak). A kod pozicioi V' kételemt részhalmazaival vannak azonosit-

va. Egy karakter/bit azt kodolja, hogy a megfelelg két csics Ossze van-e kotve.

Mivel 2(2) a kodolando objektumok szama és |X| = 2 ezért révidebb kodszavakkal
dolgozva nem is lehetséges az 0sszes v csticsi egyszert graf kodolésa.

Példa. Legyen G egy e éli egyszerii graf a V = {1,2,...,v} cstucshalmazon. Ekkor
kodja lehet, hogy V' elemeit felsoroljuk és mindegyikhez kettGspont utéan felsoroljuk
szomszédait (amelyek sorat pontosvesszével valasztjuk el és ponttal zarjuk le). Azaz
¥ =11,2,3,4,5,6,7,8,9,0,;,.}. Példaul egy kodolt graf 1:2;4.2:1.3:1;54:1.5:
3. A graf kodjanak hosszat feliilrgl becstilhetjiik (v + 2e)(log, v + 1)-gyel. Nagysa-
grendileg tomorebb kodoladst nem is remélhetiink, hisz a kodolandd objektumok

szama (@) .

* * *

Ki kell emelniink a szamitasi problémak egy fontos esetét, a dontési problémakat.
Ekkor egyetlen bitet szamolunk ki (fiiggvénytink két értékd). Azt is mondhatjuk (ez
igy szokas) hogy egy inputot vagy elfogadunk vagy elvetiink. Tehat egy eldontési
probléma azonosithatd >* egy részhalmazaval, az elfogadandé inputok halmazaval.
A szavak egy elfogadando részhalmazat nyelvnek nevezziik.

Definicié. Egy dontési probléma leirhato egy L C 3* nyelvvel. (Illetve a nyelv
értelmezhetd, mint a , hozzatartozik-e” déntési probléma.)

Az algoritmus fenti leirasa matematikailag nem pontos (lényegében az algoritmus
idegen szot egy ismerGsebb eljaras” szoval helyettesitettiik). Mégis, talan ravilagi-
tottunk arra, hogy egy algoritmus értelmézéséhez sok megallapodas sziikséges.

Azt is szeretnénk hangsulyozni, hogy az algoritmus statikus leirdsa mellett (amit
egy tankonyvben lathatunk) van egy dinamikus kép is (gondoljunk egy filmre, ami
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azt mutatja, hogy két haromjegyd szam esetén szorzatukat kiszamoljuk): Az id6
telésével a papirunkon szdmok jelennek meg, egész a szamitas végéig szervezziink
munkateriiletiinket, amikor is ledllunk (példaul az eredmény kétszeres aldhtuzasa-
val jelezve a szamitas végét). A tankonyvben leirt eljarast akkor értettilk meg, ha
képesek vagyunk futtani azt kiillonbozé inputokon. Illetve, ha jol begyakoroltunk
egy algoritmust és a matematikai és nyelvi kifejezés egy érettségi szintjét elértiik,
akkor képeseknek kell lenniink valamilyen tankdnyvi leirasat adni az eljarasunknak.
A statikus és dinamikus szemlélet egytitt jar. Azért életiink/matematikai tanul-
ményaink soran a dinamikus képpel talalkozunk el6szor. Ez az az at, amit az alap-
miiveletek elvégzésénél az altalanos iskola els6 osztalyaban mindenkivel kévettetnek.

2. Az algoritmus matematikai fogalma

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szédzad elsé harmadéaban alakult ki. Egyik
6sztonzdje a logika fejlédése, illetve Hilbert nevezetes problémai koziil a tizedik volt.
Ebben azt kérdezte Hilbert, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egészegyiit-
thatos polinomrol eldénti, hogy van-e egész gyoke (Diophantikus szamelmélet alap-
probléméja). A valasz, mint késébb kidertilt: ,,nem”. Ennek igazolasa mar lehetetlen
az algoritmus fogalmanak matematizalasa nélkil.

A probléma érdekes. Az algoritmus/eljaras szavak részei mindennapi szohasz-
nalatunknak, de a matematikaban nincsenek értelmezve. Egy definici6 megadasa,
akkor sikeres, ha a matematikus tarsadalom tobbsége rabolint: ,elfogadom korrekt
definicionak”. Az a pillanat, amihez ezt kotik az Church egy el6adasa (amit 1935-ben
tartott az Amerikai Matematikai Tarsulat szamara). A felhivast, hogy az algoritmus
tézisként hivatkozzak. Erdekes megjegyezni, hogy a tézis bejelentésénél nem volt meg
a matematikusok 0sszhangja. Példaul Godel nem fogadta el. Turing munkéja, majd
az, hogy Turing, Church, Godel és masok probalkozéasai mind ekvivalens fogalomhoz
vezetnek a tézist elfogadotta tették. Ennek ellenére, ha valami technolégiai attorés
torténik, amely gyokeresen atalakitja a mindennapi képiinket a szamitas fogalmarol,
akkor a tézist Gjra kell értékelni. Példaul a kvantum szamitogépek megvaldsitasanak
elméleti lehetGsége is felvetette a tézis vizsgalatat. Erre azonban nem volt sziik-
ség, kvantum gépekkel is ugyanazon fliggvények lesznek kiszamithatok (amennyiben
technologialilag megvalosithatok), mint klasszikus gépekkel.

Mi az aldbbiakban Turing definici6jat ismertetjiik, ami taldn a legtranszparen-
sebben probélja az algoritmus fogalmat megragadni. Ez az algoritmus fogalom a
dinamikus szemléletét irja le.

“, e,

szalag, munkaszalag, outputszalag, fej. A szalagok mezdk sorozatat tartalmazzak.

A t szalag mez6i {M!}2, (azaz m'Th* az inputszalag 100 indexti/101-edik mez6je,

mpke o munkaszalag els6/0 indexti mez&je). A mezéket tgy kell elképzelni mint
egy négyzethalos papir egy sorat, amelyik jobb iranyban végtelen. A mezdk tartalma
egy-egy karakter. Az input- és outputszalag mezdi a feladat kddolasahoz hasznalt 3
abécé elemeit tartalmazzak. Az outputszalagon egy (14j) — iires/érintetlen karakter
is szerepelhet. A munkaszalaghoz egy I' abécé-t hasznélunk, emellett itt is szere-
pelhet az érintetlen karakter. Ezenkiviil (a fentiekben leirt karakterektsl kiillonbozo

,hatarolojeleink” is vannak: > és <. Ezek a szalagok , hatarmez&inek” | bevésett”
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tartalma (lasd késébbi formalis leiras).

A fej a Turing-gép szalagaival szemmel, illetve kézzel kapcsolodik. A | szem”
egy mezd értékét olvassa, a kéz a latott mezot irhatja felill. A gépnek egy input-,
munka-szemmel, munka-kézzel és output-kézzel rendelkezik. Ezek helyzetét az irja
le, hogy melyik mez6 felett helyezkednek el. Azaz mindegyik szalaghoz tartozik egy-
egy pozicio, amit a fej kontrolal (az inputszalag esetén ez az input-szem altal latott
mez§, a munkaszalag esetén ez a munka-szem altal latott és egyben a munka-kéz
altal irhaté mezd).

A fejnek van egy bizonyos allapota. A lehetséges allapotok egy S véges halmazt
alkotnak (.S elemeit allapotoknak hivjuk, S az allapothalmaz) A konfiguracié tehat
egy n hossza input mellett egy hetes:

inputyn+1 munka co outputy co input , munka , output
({M; 2o {M; bo2os {M; i=0' P P P ,5)5

ahol Moinput — Ménunka — Mooutput — |>7 M;T—Lﬁ)lut — <]’ pinput e {071’2’...’77/ _'_ 1}7
pmunka’poutput c N’ se gS.

A mellékelt rajzon egy vizualiziciojat adjuk a Turing-gép egy allapotanak.

[>[ofol1]1]of1[o[1]0]1[1]<]

>[a]v[ajw]@[a]t [s][5]5[a | [ o] -

(>of1folt | [ A S -

1. abra. Egy képzeletbeli gép képzeletbeli allapota

Megjegyzés. Néhany fontos megallapitast kell tenniink:

1) A fej a konfiguracionak csak egy sziik részét ,latja”. Ez a két szem altal latott
mez6 tartalma és az allapota (azaz (X U {>,<}) x (' U {>,—}) x S egy eleme.

2) Az algoritmus a konfiguraciot csak lokalisan irja feliil. A lokalitas miben létét
az aldbbiakban fogaljuk 6ssze: Csak a munkaszalag lathato mez§jére lehet irni
(azt mondjuk a munkaszalag olvashato és irhato).

A szemek (és veliik a kezek) mozgasa ,folytonos”. Ez alatt azt értjiik, hogy

mindegyik szalagon az j pozicié legfeljebb 1-gyel tér el az el6z6tol.

3) Az inputszalag funkcidja csak az input térolasa. Az outputszalag funkcioja
csak az output leirdasa. Ezt a kovetkezd megéllapodéssal garantaljuk: Az out-
puszalagra akkor frunk majd, ha a kéz egyet jobbra mozdul. Mas mozgast
nem is engedélyeziink.

Azt mondjuk: inputszalag csak olvashato, az outputszalag csak irhato.

4) A hatarolo jelek (> és <) szerepe a szemek /kezek szalag folott tartasa.
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A fenti megjegyzések alapjan egy konfiguracié valtoztatasat egy egyszerd, agy
nevezett dtmenetifiigguény irja le:

d:(XUu{p, <) x TUu{p,—}) xS —={B,.,J} xI'x{B,.,J} x ({}UX) xS.

Az atmenetifiiggvény értelmezési tartoméanya az 1) megjegyzés alatt leirtakat for-
malizalja.

Az atmeneti fliggvény értékkészletében minden értéknek 6t komponense van.
Ezek rendere a kiovetkezét irjak le:

(3]

(i) input-szem mozgasa (‘B’= bal szomszédra ugras,
szomszédra ugras),

= maradas, ‘J’ = jobb

(ii) munka-kéz altal leirt karakter (a nem iras a mar ott 1évs karakter djrairésa),

(i) munka-szem mozgasa (ami egyben a kéz mozgasa is lasd az input-szem mozgésara
vonatkoz6 magyarazatot),

(iv) az output-kéz mozgasa és irdsa egybeolvasztva (a kéz vagy marad és nem ir
(.), vagy jobbra mozog és ir egy karaktert (X egy eleme)),

(v) az uj konfiguracioban a fej allapota.

Az értelmezés utan egyszert gyakorlat x-bol kiolvasni a konfiguracio ,latott részét”,
venni az atmeniti fliggvény ezen felvett értékét és ez alapjan modositnai k-t. Az igy
kapott konfiguracié x konfigurdcio k* rdkévetkezdje. A formélis leirast az olvasora

bizzuk.

Megjegyzés. Korabbi megjegyzéseink feltételként szolgélnak az atmeneti fiiggvényre.
Példaul a 4) megjegyzést kiilon feltételek fogalmazzak meg:

e Azaz §(>, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els koordinété-
ja nem B.

o Azaz §(<, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordinata-
ja nem J.

e (karakter,>, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy harmadik koordinata-
ja nem B, masodik koordinatdja lényegtelen mert a hatarolé jel nem irhaté
feliil, a rakovetkezs konfiguracioban a munkaszalag tartalma ugyanaz lesz mint

korabban.
A teljes feltételrendszer felirasat nem végeztiik el. Mindenki megteheti, aki agy
érzi, hogy a formalizalas segiti megértését.

Leirunk egy specialis w inputhoz tratozé konfiguraciot. Ebbél a konfiguraciobol
indul az w inputhoz tartoz6 szamitas.

c stz

néhany elézetes megéllapodéas. Legyen START € S egy specilis allapot (a szamitas
kezdetét jelzd allapota gépiinknek) és legyen — egy specialis eleme I'-nak (az iires
karakter). Legyen

Ko (w) — <{lenput ?:Jrol’ {Mimunka};io’ {Mioutput}lgio’ pinput7 pmunka’ poutput’ 8),

] t tput ] t ] t .
ahol MI™PU = pfgunka — ppoutrut — - pinput — g pimeet (= 1,2, n),
b

) n+1
Mimunka _ Mioutput — (Z c N+), pznput — pmunka — poutput — s=START.
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Ezekutan mar természetes az algoritmus futasanak dinamikus képét leirni.

Definicié. Legyen {x;}2, konfiguraciok azon sorozata, amelyre kg = ko(w) (az w-
hoz tartozé kezdSkonfiguracio) és k41 = k. Ezt a konfigurdcio-sorozatot az w
inputhoz tartozo futdsnak nevezzik.

3. Kiszamito és eldonté Turing-gépek

Definicié. Legyen STOP egy specialis allapot, azaz STOP € S. Ennek szerepe a
szamitas végének jelolése. A futas végtelen sorozatat bizonyos esetekben , levagjuk”.
Legyen {;}t_, konfiguraciok azon sorozata, amelyre ry = ro(w) (az w-hoz tartozo
kezdékonfiguracio) és ;11 = k;, tovabba £ = min{i : x; allapota STOP}. Amen-
nyiben a minimum mogoétt all6 halmaz iires ¢ = co. Ha ¢ < oo, akkor azt mondjuk
a futds véges/ledll. Ezt a futast redukalt futdsnak nevezziik.

Ha w-n gépiink futésa leall, akkor ky,-ben az outputszalag tartalma a > jel utan
az output-kézig tartalmazza a kiszamitott outputot.

Definicié. Egy [ fiiggvényt kiszamit egy T Turing-gép, ha minden w € ¥* esetén
leall a Turing-gép és a kiszamitott érték f(w).

Masképpen is fogalmazhatunk.
Definicié. Minden T Turing-gép kiszamol egy fr : ¥* — X* U {oo} fiiggvényt.
w € ¥* esetén fr(w) = 0o, ha a futds nem véges, mig a kiszamolt érték, ha a futas
véges w-1.

T akkor szamol ki egy f fliggvényt, ha f = fr.
Definicié. Eldontési feladat megoldasara szolgald Turing-gép esetén az outputsza-
lag egyetlen bit leirdsara szolgal. A definici6 egyszertisithet: A STOP alapotot
helyettesitsilk ELFOGAD és ELVET allapotokkal. Ebben az esetben az outputsza-
lagra nincs sziikségiink. Dontési feladatoknél ezzel a modellel dolgozunk, ezt eldontd

Turing-gépnek nevezzik. Ekkor a futas akkor és csak akkor &ll le, ha ELVET vagy
ELFOGAD allapotba kertil.

Definicié. Egy eldont6 T Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén ELVET éllapottal all le
a gép. (Specialisan minden inputon leall a gép.)

Megemlitiink egy tovabbi lehetGséget az elfogadas/elvetés ,kodolasara”.

Definicié. Egy eldonté T Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha minden w € L
esetén ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén nem all le.

* * *

Egy futashoz természetes moédon rendelhetiink id6- és tarigényt.

c sz

L.
SPACE(w;T) definiciojahoz ismét vegyiik a T' gép w-n torténd redukalt futéasat:
{ki}_y. T tarigénye w-n:

SPACE(w;T) = sup{i : M™™ £ _ valamely ¢ < / esetén a x, konfiguracioban}
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1. Lemma. Tetszdleges Turing-gép esetén minden w inputra

SPACE(w;T) < TIME(w;T).

4. Példa
Definicié. Legyen

PALINDROM = {w = wy, ...wy : ahol w; = wy 414

minden ¢ € {1,2,...,n} esetén}
a palindrom szavak nyelve.

Tehéat dontési problémaval allunk szemben. Adott egy szo, el kell donteniink,
hogy el6lrdl és hatulrol olvasva ugyanazt olvasuk-e. Igy nem kell outputszalag, ezt
az S allapothalmaznak ELVET és az ELFOGAD eleme helyettesiti.

Két Turing-gépet /algoritmust vazolunk. Ennek soran elmondjuk, hogyan néznek
ki a Turing-géprdl készitett pillanatfelvételek és szemezgetiink az allapothalmazbol.
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy ¥ = {0,1}.

1. algoritmus/Turing-gép

A START éallapotbol egyet jobbra lép az input szem és a munka szem /kéz (mind-
kettd a szalaghatérolo jel uténi elsé mezd felett lesz), tovabba a gép a MASOLOK
allapotba jut. Amig ez lesz az allapot a gép atmésolja az inputot a munkaszalagra.
Kozben a két szem (ezzel egyiitt egy kéz) folyamatosan jobbra mozog. Ez akkor all
le, amikor az inputszalagon az < jel nem olvashaté (MASOLAS-KESZ allapot).

Ezzel az omega input a munkaszalgra is rakeriilt. A tovabbiakban csak ezt a
masolatot hasznéaljuk. Az input munkaszalagon valé elhelyezésének lényege, hogy
itt feliilirhatjuk/modosithatjuk a karaktereket. Ha ezt megtehettiik volna az input-
szalagon is, akkor a mésolasra nem lett volna sziikség.

A munkaabécé: T' = {0,1,0¥,1"}

A Turing-gép tovabbi munkéjahoz kovetkezs allapotokat hasznaljuk

S O {HATUL-PIPAL, HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1,
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST, ELOL-PIPAL,
ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0-MOST,
ELOL-TESZT-1-MOST, ELFOGAD, ELVET}.

MASOLAS-KESZ allapotbol egyet balra lép a munkaszem /kéz és HATUL-PIPAL
allapotba keriil. Ebben az allapotban feliilirja a latott karaktert: 0-t 0¥-re ir at, 1-
re 1¥-et ir r4. A latott karakter alapjan ELOL-TESZT-0 vagy ELOL-TESZT-1
allapotba keriil és elindul balra. Elmegy az utols6é pipalatlan karakterhez: Persze
ezt olvasaskor nem érzékeli, egyet til kell mennie. Ha > vagy pipélt karaktert l4t,
akkor jobbra (vissza)lép egyet. Ekkor hajtja végre a tesztet, azaz ELOL-TESZT-0-
MOST vagy ELOL-TESZT-1-MOST éallapotba keriil. Ha az olvasott karakter és az
allapotban tarolt infomacié nem egyezik meg, akkor a teszten megbukott az input;
a gép ELVET éallapotba keriil, leall. Ha a teszten atmegy az input, akkor a karak-
tert pipalja a gép, egyet jobbra lép a munkaszem /kéz és ELOL-PIPAL &llapotba
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keriil. Uj teszt indul. Az olvasott karaktert kipipalja a gép (4tirja az ott latott 0-t
O -re, illetve az ott latott 1-t 1V-re). A kipipalt karaktert megjegyzi allapotaban:
HATUL-TESZT-0 vagy HATUL-TESZT-1 allapotba keriil. Jobbra mozgés, amig
meg nem taléljuk az utols6 kipipalatlan karaktert.

A tovabbiak kidolgozasat: az ELFOGAD allapotba jutas tisztazasat és a leird
szoveg kodolasat az atmeneti fiiggvénnyel az érdeklédé hallgatora bizzuk.

Kénnyti latni, hogy minden w inputon a fenti gép futdasa O(|w|?) Ha w egy palin-
drom sz6, akkor a fenti 7" gép futdsanak hosszat konnyen kiszamithatjuk és ennek
nagysagrendje |w|? lesz. A konstansokat nem szdmoltuk ki. Lényegtelen is, az &l-
lapotok szdméanak novelésével a futasi id§ csokkenthets. Példaul hasznalhatnéank a
HATUL-TESZT-000, HATUL-TESZT-001, HATUL-TESZT-010, HATUL-TESZT-
011, HATUL-TESZT-100, HATUL-TESZT-101, HATUL-TESZT-110, HATUL-TESZT-
111 allapotokat input bitek harmasainak egyiittes tesztelésére és kevesebbet kellene
ningaznia” a gépnek.

A fenti algoritmus nem hatékony. A masolas utan az inputnak két példéanya all
rendelkezéstinkre. Mindegyikhez tartozik egy-egy szem. Ezt kihasznalhatjuk.

2. algoritmus/Turing-gép
Az allapothalmaz legyen

S = {START, MASOLOK, MASOLAS-KESZ, INPUTFEJ-ELORE,
ELOL-VAGYOK, TESZT, ELFOGAD, ELVET}.

Ugyanugy kezdiink mint az el6z6 algoritmus. Az inputot atmasoljuk a munkasza-
lagra. Ennek befejezésével MASOLAS-KESZ allapotba jutunk.

Ebbdl mindkét szem balra egyet 1ép (a munka szem /kéz az atmasolt sorozat utol-
s6 karaktere felett lesz), tovabba az INPUTFEJ-ELORE allapotba jut a gép. Ekkor
a munkaszalag felett a szem/kéz mozdulatlan, az inputszalag feletti szem folyam-
atosan jobbra mozog. Egész addig, amig a > jelet nem latja (ELOL-VAGYOK
allapot). Innen TESZT é&llapotba jut a gép az input szem eggyel jobbra mozgatasa
utan (ekkor az input szem az input els§ karaktere folé keriil, kdzben az output
szem az atméasolt input utolso karaktere felett maradt végig). A TESZT allapotban
mindig ellenérzi a gép, hogy a két szem ugyanazt latja-e. Ha valamikor ez nem
teljestil, akkor ELVET allapotba jut, kiilonben az input szem egyet jobbra, a munka
szem egyet balra mozdul. Ez addig torténik, amig az input szem az input végét
jelz6 karaktert nem latja (ekkor sziikségszerd, hogy a munka szem a munkaszalag
kezdetét jelzG karakter felett legyen. Ha ez megtorténik, akkor a gép ELFOGAD
allapotba keriil.

A fenti ,sz0veg” egyszertien megfogalmazhatd az atmeneti fiiggvény alkalmas
definic’idjaval.

Minden w inputra a futas hossza legfeljebb 3(n + 1) = 3jw| 4+ 3 = O(|w]|), ahol
n = |w|, és az O (olvasd ,nagy ordd”) egy felsG becslést jeldl rejtett szorzo és additiv
konstanssal.

Definicié. T Turing-gép idSigénye egy w € X* inputon TIM E(w; T) = ¢, mely egy
»csonkitott” konfiguraciosorozat hossza (azaz a konfiguraciok végtelen sorozatédban
megallunk az els6 olyannal, amelyben az éallapot a szamitas végét jelzi). Ekkor
a futas {r;}t_,, azaz az f-edik konfiguracioban keriil elgszor STOP vagy dontési

feladatnal ELFOGAD/ELVET éallapotok.
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Koréabbi megéllapitaunk az 1j jel6léssel kimondva

Minden w € ¥* esetén TIME(w;T) = O(|w|), ahol T" a fenti ismertetett, a
PALINDROM nyelvet elfogad6 gép.

Ez az eredmény a nagysagrend szempontjabol éles. Pontosabban minden PA-
LINDROM-ot kiszamité T Turing-gépre, van olyan w input, amin 7" futésa legaldbb
|w| hosszi. Feltéve, hogy 0 € ¥ a 0" (n darab 0 karakter) esetén a gépnek el kell ezt
fogadni, de ezt nem teheti meg az utols6 karakter elovasasa nélkiil. Ehhez viszont
legalabb n darab jobbra lépést kell tennie.
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