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Emlékeztets. L € P akkor, ha létezik {C),} halozat-sorozat, amely
(i) n inputbitbdl szamol ki egy bitet,
(ii) cstcsainak szama/mérete kisebb, mint p(n), valamely p polinomra,

(iii) a halozat input bitjei ¥ elemeit kodoljak (n = (log, |X|) - v, w € £" input
esetén w kodja legyen [w!), tovabba w € L akkor és csakis akkor, ha C,,(fw!) =
1, azaz C, az w kodjan az elfogadast /elvetést kodolo bitet szamolja ki,

(iv) C, L-ben megkonstrualhato 1™-bdl.

Megjegyzés. A visszafele irany is igaz. Azaz, ha az L nyelvhez van fenti tipusi
halozat-sorozat, akkor w-bdl felirhatok az w-t kddold bitek, ha ezek szdma v, akkor
C, a halozatot is ki tudjuk szamolni, végiil kiértékelni. Az ereded eljaras mutatja,
hogy L € P.

1. SAT és halézatok

Definici6. L € Ppremuniform akkor és csakis akkor, ha (i)-(iii) igaz. Azaz P fenti
leirasabol csak a haldzat-sorozat ,,uniformitasat” nem koveteljiik meg.

Megjegyzés. A Prem-uniform pyelvosztaly ,furcsa” az eddigiekhez képest. Nincs
benne az eddig ismert legb&vebb kiszamithatosaggal kapcsolatos osztalyban, S-ben,
azaz a felsorolhato nyelvek osztélyaban.

S ODDDOEXPSPACED...ONPDOP...
g

Pnem—uniform

Vegyiik a természetes szamok egy B bonyolult (nem felsorolhaté) részhalmazat.
Legyen L :={1¢: (¢ € B}.

L nyilvan nincs benne S-ben, hiszen ha ezt a halmazt fel tudnénk sorolni, akkor
B elemeit is felsorolnank.

L C {0,1}* benne van Prem-uniform_pan. Kétféle inputméret van. Egyik input-
méretben semmit sem kell elfogadni, mert olyan hosszban egyik sz6 sem tartozik a
nyelvhez. A masik inputméret pedig olyan, hogy csak csupa egyes inputot kell elfo-
gadni. Az elsé esetben héalézatunk az elsé valtozot és negaltjat ES-sel koti 6ssze. A
mésodik esetben a halozat az Osszes valtozot ES-sel koti ossze. Eszrevehetjiik, hogy
a kétféle halozat onmagaban nagyon egyszerid (mérete polinomialis, s6t lineéris),
de nagyon bonyolultan, rapszodikusan valtozik. Mivel nem koveteljiik meg, hogy
megkonstrualhato legyen, igy beleillik a modelliinkbe.
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Emlékeztets. A SAT € P-bél kivetkezik, hogy P = N'P. Sejtés: SAT ¢ P. Azaz

SAT nem szamolhato ki £-ben megkonstrualhaté polinomiélis hélozat-sorozattal.

Kérdés: SAT e prem-uniform? Goitas: SAT ¢ prem-uniform = Ayaz SAT nem-uniform
polinomialis mérett halozat-sorozattal sem szamolhato ki.
Az alabbiakban ezt a sejtést tamasztjuk ala.

1. Lemma. A kovetkezdk ekvivalensek:
(Z) = Pnem—umform.

(ii) Létezik az w input hosszdban polinomidlis T nemdeterminisztikus (taniszala-
gos) Turing-gép, és létezik {t,}>° | taniusorozat, hogy w € L akkor és csak
akkor, ha T(w, t,)) = 1 (azaz w-n a szamitis ELFOGAD dllapotba vezet).

(iii) L <" S, valamely S C ¥* alkalmas ritka nyelvre (definiciok aldbb).

Definicié. Egy S nyelv ritka, ha benne az n hossza szavak szama n-ben polinomiéalis
(azaz nagy n-re joval kevesebb, mint a teljes lehetGségek |X|™ exponenciélis szama).
Formalsian van olyan ¢(n) polinom, hogy |S N X¥"| < ¢(n).

Definicié (Turing-redukcié). [ <" S akkor és csak akkor van olyan poli-
nomialis idejd Turing-gép, amely w L-hez tartozasat donti el. Szamolasa alatt ,,7”
allapotba mehet a gép, aminek van egy kérdez§ szalagja is. A specialis allapotba
keriilés egy kérdés: a kérdezs szalagra az elézé kérdés ota felirt karaktersorozatrol
deriil ki (egy lépésben) az S-hez tartozéas. Az ,egy lépésben kideriil” alatt azt értjuk,
hogy a rakovetkezd konfiguracioban BENNE-VAN vagy pedig a NINCS-BENNE al-
lapotba lesz, aszerint, hogy a kérdezs szalag tartalma S-beli vagy sem.

Az S-et szoktak ordkulumnak is nevezni. S tulajdonképpen egy ,,meg nem irt
szubrutin”’, ami ha valamilyen médon megirhatd, mondjuk megirésa konnyti, akkor
L sem lehet nehéz.

Bizonyitas. (i)=-(ii): Minden n-hez tartozik egy hossz, amelyben bitekkel kodoljuk
az X" elemeit. Legyen ez v. Ha L nem-uniform polinomialis id6ben van, akkor
tartozik hozza egy {C,,} halozat-sorozat. Legyen t,, a C), halozat kodja. A T Turing-
gép a tanu-szalag tartalmabol kiolvassa C,-t, az input-szalag tartalmat 0—1 bitekkel
kodolja, majd a C,-t ennek tartalmén kiértékeli. Ha 1-et kap ELFOGAD, ha 0-t
ELVET allapotba keriil.

(il)=-(iii): Tegytik fel, hogy létezik egy L-et elfogadé nem determinisztikus, poli-
nomialis gép az input hosszatol fiiggs tanival.

El6szor definidlunk egy ritka nyelvet Legyen S := {(1%,t5) : k € N, ¢ <
tr hossza}. S a kovetkezs alaka: 1 11 ... 1; tx els6 ¢ karaktere” (¢ < /).

k db

2. Allitas. Az elébb definidlt S nyelv ritka.

Valéban: Az 1-es blokk elemszéma meghatarozza, hogy melyik tantnak a része
kovetkezik.

3. Allitas. Adott w € L esetén P idében az S-hez tartozdsra kérdezéssel b
kiszamithato, aminek ismerete megoldja az L-hez tartozds kérdését.
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Valoban: Beirjuk az 1% karaktert, majd megkérdezziik, hogy ¥ := {oy,..., 0%}
valamely eleme S-beli-e.

?
1|w|’ 0'165

?
1|w|’ O'QES

?
1|w|; O'kES

Amikor igent kapunk, akkor megtalaltuk a tantinak az els6 bitjét, bi-et. Ugyanezen
otlet segitségével a mésodik bit is megtaldlhato a kdvetkezd kérdések utén:

?
1l b e S

?
1|w|7 b10'2 € S

?
1l bo, € S

Amikor igent kapunk, akkor megtalaltuk a tantiinak a masodik bitjét, bo-t. Ha nem
kapunk igent, akkor a teljes tani elottiink all. Folytatva az eljarast megtalaljuk (a
sziikségszertien polinomialis hosszi) tanut. Ezek utan polinom idében eldénthetd
T-vel, w L-hez tartozasa.

(iii)=(i): Konstrualunk egy halézat-sorozatot.

Egy determinisztikus /nem-determinisztikus Turing-gép esetén mar lattuk, hogyan
kell azt szimulalo hélozat-sorozatot konstrualni. Ugyanazt az utat kovetjiik.

Az egyetlen kiilonbség, hogy a halézatnak kezelnie kell azt, hogy a konfiguraciot
kodolo bitsorozat egy szakaszardl eldontse S-beli elemet kodol-e. Esetiinkben ez
polinomialisan sok elem valamelyikével valdo megegyezésnek a tesztelését jelenti.

Ha S ,szép” lenne, akkor akir egy uniform hal6ézattal megtehetnénk ezt. S
azonban lehet bonyolult. A nem-uniformitas miatt azonban nincs probléma. Adott
n inputméret esetén fel tudjuk sorolni az S nyelv szo6bajoves oy, 0, . .., 0gm) elemeit
kodolo biteket. Legyen & a kérdézé szalag tartalma. Halozatunkba a

(E=0)V(E=09) V...V ({=0ym))

formulét kell beirni, ahol £ = o; a

(€1 A (00)1) V (=€ A=(0i)1) A ((S2 A (03)2) V (=€ A =(03)2)) A - -

formuléval fejezhetd ki. A halozathoz kell a ritka nyelvbdl kiolvasott oy, 09, . .., 04m)
bitsorozatok, ami a nem-uniformitast eredményezi. [ |

Most visszatériink az erdeti kérdésiinkre. S AT megoldhaté-e nem-uniorm poli-
nomialis halozat-sorozattal. Célunk, hogy belassuk, ha ez igy lenne, akkor annak
kovetkezményei lennének.

4. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT € Prem-uniform - gkkor

II,P C X5P.
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Emlékeztets. L € I1; akkor és csakis akkor, ha létezik polinomialis 7' Turing-gép,
hogy w € L akkor és csakis akkor, ha

V(e XPM) Fy(e ZP™) : T(w,z,y) = 1,

azaz T futasa ELFOGAD allpottal ér véget.
L € X5 akkor és csakis akkor, ha létezik polinomiélis 7" Turing-gép, hogy w € L
akkor és csakis akkor, ha
dz,Vy: T(w,z,y) = 1.

Megjegyzés. A tétel konkluziojabol (I, P C 3o P) kovetkezik, hogy Y0P = T3P =
I[P = ¥4P = ..., tehat a polinomiélis hierarchia a masodik szintre esik Ossze.
Valoban: I13P-beli nyelv jellemezhetd mint azon w-k halmaza, amelyekre Va, Jy,V 2 :
T(w,z,y,z) =1. Iy P C LyP alapjan a V és a 3 kvantor felcserélhetd, azaz nylviink
leirhat6 ugy is, mint 3y, Vz,Vz : T'(w,,y,2) = 1. Ez a leirds mar 3, elemeként
irja le a II3P-beli nyelvet.

Azt sejtik, hogy a polinomidlis hierarchia valodi hierarchia. A sejtés joval ero|sebb
mint a P C NP sejtés, ami a hierarhia legaljarol szol. Aki ezt az erésebb sejtést
is elfogadja, azok szdamara a tétel ugy interpretalhatd, hogy nem valészint, hogy
SAT megoldhat6 legyen polinomialis mérett halozat-sorozattal (akkor sem, ha ez
hektikusan valtakozhat).

Bizonyitas. Legyen L egy tetszéleges nyelv II,P-bél.  Azaz legyen T egy poli-
nomialis Turing-gép, w € L akkor és csakis akkor, ha

Ve dy: T(w,z,y) = 1.

Bevezetve az w,z = wt jellést, legyen L = {wh : YT (wh,y) = 1} € NP.
Specialisan L-et polinomidlis redukcioval a SAT-ra vezetjiik (a standard N'P-teljes
nyelv). Feltevésiink szerint SAT benne van Prem-wiform_han foy §AT kiszamolhato
egy {C,} halozat-sorozattal. Az w* inputbdl egy R redukcios algoritmus R(w™)
CNF formuldt gyért: wt € L akkor és csakis akkor, ha R(w*) € SAT, ami akkor
és csakis akkor kovetkezik be, ha C,, (T R(w)*!) = 1-et szamolja ki, ahol n az [ R(w)*!
hossza.
Célunk: Az w € L informaciot atirjuk

VY T(w,T,7) =1

alakra (olyan alakra, ami 3yP-beliséget mutat).
Els6 probalkozasban tippeljiikk meg C),-et:

Ao Ve e eleD s 0 (TR(w, 2))) = 1,

ahol C, olyan Turing-gép, ami [C,!-b6l megkapja C,-et, és kiértékeli azt, majd
teszteli, hogy az 1 bitet szamoltuk-e ki.

Ha a C,, tipp jo, akkor az ekvivalenciaban minden stimmel. Ha a C,, tipp rossz,
két eset lehetséges. A C), = 0 esetén nincs baj. Problémat az okozhat, ha egy rossz
tipp esetén C,, = 1-et kapunk. Az otlet finomitasra szorul.

5. Lemma. Legyen C,, egy hdlozat. Ekkor polinomidlis idében kiszamolhatunk egy
C,, hdlozatot, ami a kévetkezdket tudja.
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(i) ha C, a SAT-ot déntétte el, akkor C,, is,

(ii) ha 6’n az 1 bitet szamolja ki, akkor kielégithetd formuldt kodol az input.

Lemma bizonyitasa: Ha van egy halozatunk, amivel a SAT-ot el tudjuk don-
teni, tovabba adott egy formula minek van kielégité kiértékelése, akkor ki is tudjuk
szamolni egy kielégits kiértékelést.

A ¢ kodjabol kénnyen ki lehet szamolni ¢|,,—o és ¢|,,=1 két formula kodjat.
Mindkét formulat bevezethetjiikk halézatunk inputjaba. A két alkalmazéas koziil
legalabb az egyik esetben kielégithetd formulat kapunk. Legyen «q egy ,,jo” rogzitése
x1-nek. Kiszamoljuk a |z —ay 29=0 €5 ©]z1=ay.20=1 két formula kodjat. Mindkeét for-
mulat bevezethetjiik halozatunk inputjaba. A két alkalmazas koziil legalabb az egyik
esetben kielégithet§ formulat kapunk. Legyen as egy ,,j0” rogzitése xo-nek. E'"s igy
tovabb, amig oy, as, ... biteket meg nam kapjuk.

Amennyiben hal6zatunk a SAT problémat szamolta ki és fomrulank kielégithets
volt (v, a, . . .) egy kielégits kiértékelés. Ha feltevésiink nem igaz, akkor (g, as, . . .)
bitekrsl semmi informacionk sincs.

A halozat végén kiértékeljiik formulankat az (aq, e, .. .) biteken. A kiértékelés
adja az outputot.

Amennyiben hal6zatunk a SAT problémat szamolta ki és formulank kielégithets
volt a végsé bit 1 lesz. Ha a feltételiink nem teljesiil, akkor a végss kiértékelés
biztosit arrél, hogy a végsd 1 bit esetén a kielégithet&ség garantalt.

(Lemma bizonyitasa)ll

A tétel bizonyitasdnak befejezése mar nyilvanvalo. w € L akkor és csakis akkor,
ha _

e,V Co(lR(w,z)) = 1.

Az els6 probélkozés zsakutcaja nem lehetséges, ha Cy-et rosszul is tippeljiik meg a
lemma alapjan elvégzett C,, atirds mar nem hibazhat a rossz iranyban. Azaz a fenti
alak L Y5P-beliségét igazolja. |

A fenti tétel a Prem-uniform jollemzései alapjan a kovetkezs valtozatban is kimond-
hato.

6. Tétel. Ha SAT jguring S, ahol S ritka, akkor II,P C XoP.

A Karp-redukci6 felfoghato Turing-redukcioként is: ordkulum nélkiil szamolunk,
egyetlen kérdést generdlunk és csak ezt az egy kérdést tehetjiik fel S-nek, amire
kapott valasz az outputja. Mahaney vette észre, ha a Karp—Lipton, Sipser tételének
feltételben szereplé Turing-redukacional erésebb Karp-redukciot tessziik fel, akkor
ergsebb kovetkezményt igazolhatunk.

7. Tétel (Mahaney-tétel). Ha SAT <57 S, akkor P = N'P.

A bizonyitas el6tt atfogalmazzuk a tétel feltételét és allitdsat. Ehhez néhany
definiciéra lesz sziikségiink.

Definicié. {0,1}=" = {0 € {0,1}* : |o| < n}, z,y € {0,1}=", 2 < y rendezés akkor
és csakis akkor, ha

(i) Van olyan 4, hogy j < i esetén z; = y;, tovabba z; < y; (x és y els6 eltérd bitje
0 az z-ben, mig 1 y-ban)
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(i) vagy y valodi kezddszelete x-nek.

Példa. {0,1}=? rendezett sorrendje:
000, 001, 00, 010, 011, 01, 0, 100, 101, 10, 110, 111, 11, 1, ¢,

ahol € a 0-hosszu, iires sz6. Ez minden hosszra a rendezés utolsé eleme, hiszen
minden mas szénal hamarabb befejez&dik

Azonos hosszusagu szavakra megszoritva rendezésiinket a szokasos lexikografikus
rendezést kapjuk.

Egy masik szemlélet a rendezésre: {0, 1}=" elemeit egy binaris faban soroljuk fel.
A gydkérben az € iires sz6. Minden csics bal-gyereke a 0 bittel valo kiterjesztése,
jobb-gyereke az 1 bittel valo kiterjesztése. A fa mélysége n. A d mélységben éppen a
d hosszi szavaknak megfelel§ csticsok vannak. Fank természetes médon bejarhato:
mindig balra lelépilink, ha arra még nem jartunk; jobbra lelépiink, ha arra még nem
jartunk; kiilonben felfelé 1épiink.

g
1
0
01
(0]0} 10 11
000 001 010 011 100 101 110 111
1. abra.

Ez a bejaras a gyokérbdl indul és ott akad el. kozben minden csticsot megla-
togatunk. A leveleket egyszer, a bels§ csticsokat haromszor latogatjuk meg. Ha
minden szot az utolso latogatasnal irjuk le (postorder sorrend), akkor a fenti sorren-
det kapjuk.

Definicié. A SAT* inputja egy ¢ C'N F-et (legyen n a formula valtozoinak szdma)
és egy t € {0,1}="-et tartalmaz. Akkor kell elfogadni, ha van k € {0, 1}=" kielégits
értékadas, amire k£ < t.

A SAT* € NP konnyen lathato. Ebbdl kovetkezik, hogy SAT* jgarp SAT.
Atfogalmazott feltétel: SAT* <5*P S (ritka nyelv).
Atfogalmazott allitas: SAT € P. (P = NP atfogalmazasa, hiszen SAT NP-
teljes.)

A bizonyitas befejezése a kovetkezs elGadasra marad.
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