ALGORITMUSOK ES BONYOLULTSAGELMELET
Matematika MSc hallgatok szaméara

9. Elsadés

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Bogya Norbert 2011. Aprilis 12.

Emlékeztets. Legyen G egy iranyitott graf, a és z pedig ennek két cstcsa.
—_— . P - —
Az ELERHETOSEG nyelv azokat a (G, a, z) harmasokat tartalmazza, amelyekre
teljesiil, hogy létezik aZz iranyitott Gt G-ben. Formalisan:

w= '—(é, a,z) e ELERHETOSEG <= Jaz iranyitott at G-ben.

ELERHETOSEG € VL.

1. Immerman-Szelepcsényi tétel

1. Tétel (Immerman (1988)—Szelepcsényi (1987)).

ELERHETOSEG € co NL.

Megjegyzés. A tétel kifejtve a kovetkezSket jelenti. Ha egy rogzitett kodolas mellett
az input w = "(G, a, z)7, akkor létezik olyan logaritmikus tarigényd nemdeterminisz-
tikus 7" Turing-gép, amelynek

e ha nem létezik a% irdnyitott ut, akkor van elfogado futéasa,
e ha létezik aZ iranyitott at, akkor minden futasa elvetd.

Eszrevétel. Neil Immerman és Robert Szelepcsényi egymastol fiiggetleniil igazoltak
a tételt 1987-ben, Szelepcsényi mindossze 20 éves volt ekkor. Az kozismert bonyo-
lultsagi osztalyok gyorsan kialakultak az 50-es, 60-as évek kornyékén, igy ez a tétel
viszonylag késGinek mondhato. A tétel — a bizonyitasaval egyiitt — egyszertisége
és fontossdga miatt ma mar standard tananyagnak szamit.

Bizonyitas. A bizonyitas soran mindig feltessziik, hogy van egy w input, ami kodol
egy G grafot. Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

N; = {UEV(é): a:@iv},

Tehat N; jelenti azoknak a cstiicsoknak a halmazét, melyek a-bol legfeljebb ¢ 1épésben
iranyitottan elérheték, n; pedig az N; szamossagat jeloli. Erdemes észrevenni, hogy
No =A{a}, Ny = {a} U {a ki-szomszédai}, ny = 1 illetve n; < }V(é)’

A bizonyités soran az lesz a célunk, hogy az ng, ni, no, ... értékeket kiszdmoljuk.
Ugyanis az ELFOGAD allapot ckvivalens azzal, hogy valamely i < |V(G)| esetén
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n; megegyezik n;q-gyel és z ¢ N;. Ez azzal indokolhato, hogy ha valamely i-re
n; = n;41, akkor az egyenléség az (i + 1)-nél nagyobb indexekre is fennall, igy az N;
az Osszes a-bol elérhetd csucsot felsorolja, és csak azt kell ellenérizni, hogy z benne
van-e N;-ben. A bizonyitas soran egy nemdeterminisztikus rekurziv algoritmust
fogunk felirni. A rekurzi6 feltétele, hogy ismerjiik n;-t. Az algoritmus segitségével
n;-b6l meghatarozzuk n;i-et, hogy a fenti célunkat elérjiik.

A bizonyités soran sziikségiink lesz négy darab munkaszalagtoredékre. Gon-
dolhatunk rajuk dgy is, mint ugyanannak a munkaszalagnak a kiilonb6z6, de jol
meghatarozott része, vagy ugy is, mint kiilon munkaszalagok (ekkor tobbszalagos
Turing-gép modellel dolgozunk).

O T w]

Az (1) munkaszalagtoredéken téaroljuk a megfeleld indexekhez tartozo n;-ket,
¢s biztosnak kell lenniink abban, hogy n; = |N;|. A kovetkezé (2)-es munkasza-
lag(toredék) az N;-ket sorolja fol.

(2) ... | 1. blokk | MERT | bizonyit6 rész | ...
>
[log V],

azaz egy
csucsnyi
hely

A (3) munkaszalag(toredék) a V' tesztelésére szolgal, egy V-beli csics N;yi-hez
tartozasat vizsgalja, a (4) pedig az n;y1-et szamolja, a (3) tartalma szerint.

C)—— [

—>
csticsnyi hely

O R— [

 EE—d
log V|

A (1)-es szalagon kezdetben 0 : 1 van, a tobbi szalag pedig iires. A bizonyitést
ad6 pontos algoritmus a kovetkezs:

1. Az algoritmusnak ez a része egy nemdeterminisztikus fazis, amire késébb gy is
lehet majd gondolni, mint egy szubrutin. Felsoroljuk az N; elemeit, azaz a (2)
szalagon a vy, vg, . .., U, cstcsok sorolédnak fel az 1. blokkban. Természetesen
oly médon, hogy v, leirodik, azt v, feliilirja, és ez igy megy tovabb, mig végiil
Uy, lesz rairva.

e Azért, hogy elkeriiljiik, hogy egy csticsot tObbszor is felsoroljunk, fel-
tessziik, hogy a cstucsok kodjai az indexekkel névekednek, azaz "v; ' <
r 1
Vo < ...

e Miel6tt az 1. blokkban felsorolnénk a kévetkezd csticsot, a (2)-es bizonyito
részében minden vj-re legyartunk egy bizonyitast arra, hogy v; € N;.
Mivel nemdeterminisztikus az algoritmus, ezért ha v; € N;, akkor van
olyan tanuszalag-tartalom, ami ezt bizonyitja, és ezt logtarral le tudjuk
ellendrizni a (2)-es szalag bizonyito részében, mivel a probléma N L-be
tartozasat tudjuk. A bizonyité rész tartalma a kovetkezGképpen alakul:
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a at  szamlalo++ — 1. lépés
at a™t  szamlalo++ — 2. lépés

atlagos szalagrész-tartalom: | :c |y | szamlalo++ | — k. lépés |

?
v; szamlalo <

Kezdetben a-boél atléptnk egy szomszédos at cstucesba, majd noveljik
a szamlalot. Ezutan az a felillirodik a szomszédjaval (a™-szal) és most
annak egy szomszédja lesz a masodik cstics (a™1), ami pedig az a™ cstcsot
irja felil. Ez a mitivelet addig ismétlédik, mig a masodik cstcs v; nem
lesz vagy a szamlalo tilesordul (nagyobb lesz, mint 7). Két allapot léphet
fel: STIMMEL, illetve NEM-STIMMEL. A STIMMEL é&llapotban elérjiik
v;-t a szamlalo tulcsordulasa nélkiil. A komplementer NEM-STIMMEL
allapot ekvivalens azzal, hogy elvetjiik az egész futést.

Ha egy jogkovetd futasrol van szo (specidlisan ha ismerjiik n;-t), akkor az
N; elemeit tényleg fel tudjuk sorolni. Ha végigfutunk a NEM-STIMMEL
allapot elkeriilésével, akkor biztosak lehetiink abban, hogy N; elemeit
soroltuk fel. (Pontosabban fogalmazva csak n; darab kiilonb6z6 elemet
soroltunk fel N;i-bél, de mivel n;-ben megbizunk, igy N; Osszes elemét
felsoroltuk.)

2. Az algoritmus kovetkezs fazisa a V' tesztelése, azaz a (3)-as szalagon felsoroljuk
V' Osszes elemét, és ellendrizziik, hogy benne vannak-e N, ;-ben. Legyenek az
Uy, ..., U, csucsok a V elemei. Kezdetben a (4) szalag tartalma 0.

e Minden u; cstcs esetében meghivjuk a fenti szubrutint, azaz nemdeter-
minisztikusan felsoroljuk az N; elemeit.

o Azt teszteljiik, hogy az aktualis u; az fel van-e sorolva NN;-ben, vagy ki-
szomszédja egy olyan cstucsnak, ami fel van sorolva. Ha az N; felsorolé-
sa NEM-STIMMEL allapot nélkiil végigfut, akkor pontosan N;.; elemei
mennek at a teszten, és ezt mondja ki a kévetkezé lemma.

2. Lemma. x € N;, <= = € N; vagy alkalmas y € N; esetén: yr € E.

Az el6z6 lemma tulajdonképpen egy trivialitas, a bizonyitasahoz elég egy-
szertien meggondolni azt, hogy mit jelent.

Ha V egy eleme atmegy az el6z8 teszten, akkor a (4)-es szalag(toredéken)
noveljiik eggyel a szamlalot.

3. Lemma. HaV dsszes elemét leteszteltik igy, hogy a NEM-STIMMEL
dllapotot elkeriltik, akkor a (4)-es szalag tartalma biztosan nyq.

Az el6z6 lemma biztositja a rekurzids 1épést, és igy a rekurziv lépés leira-
sanak vége van.

3. Mar csak annak az ellen6rzése van hatra, hogy n; megegyezik-e n;,,-gyel.
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e Hanem, akkor az (1)-es szalagon i-t kicseréljiik (i+1)-re és n;-t kicseréljiik
a (4)-es szalagon 1év6 szamra, ami az el6z8 lemma szerint pontosan az
nit1, €s visszatériink az algoritmus 1. részéhez.

e Ha igen, akkor 1jbol felsoroljuk N; elemeit, és csak azt vizsgaljuk, hogy
z el6jon-e kozottiik. Ha nincs NEM-STIMMEL allapot a felsorolas soran
és a z sem jon elG, akkor tudjuk, hogy nem létezik aZz ut, igy ELFOGAD
allapottal leallunk.

Az algoritmus polinomtarat hasznéal fel, a helyes miikddése a fentiekben bizonyit-
va lett, ezért az Immerman-Szelepcsényi tétel bizonyitasa kész. |

4. Kovetkezmény. NL =co NL

Bizonyitas. Ha L egy N L-beli nyelv, akkor létezik egy L <, ELERHETOSEG

visszavezetés (mivel az ELERHETOSEG N L-teljes), igy tudjuk, hogy az L nyelv
co N L-ben is benne van. Az L € co N'L pontosan azt jelenti, hogy L komplementere
benne van N L-ben, azaz L € N'L. Ezt a gondolatmenetet megismételve L-re, azt
kapjuk, hogy az L € N L-bél kévetkezik, hogy L € N'L. Ebbél a két megallapitasbol
pedig azt kapjuk, hogy L akkor és csak akkor van A L-ben, ha a komplementere is
ott van, és ez azt jelenti, hogy N'L = co N L. [ |

Ahogy a bizonyit’as is mutatta a tétel lényege, hogy N L zart a komplementalasra
nézve.

5. Kovetkezmény. Ha s(n) szép tarfiggvény, akkor
NSPACE(O(s(n))) = co NSPACE(O(s(n))).

Bizonyitas. A bizonyitas hasonléan torténhet, mint az Immerman-Szelepcsényi té-
tel bizonyitasa, csak itt a blokkok nagyobbak. |

Megjegyzés. Az eredeti tétel, illetve a két kdvetkezmény koziil mindegyiket szoktak
Immerman-Szelepcsényi-tételnek nevezni.

6. Tétel (Omer Reingold, 2004). ELERHETOSEG € L.

Attol fiiggetlentl, hogy klasszikus szélességi és mélységi keresések a problémat
P-be rakjék, ez egy nagyon nehéz tétel. Omer Reingold bizonyitotta 2004-ben.
Maga az algoritmus nem tl hasz_n)élhat(’), de bonyolultsagelméleti szemponthol nagy
jelentGséggel bir. Viszont az ELERHETOSEG és az L osztaly viszonyarol még
semmit sem tudunk. Az ELERHETOSEG € £ bizonyitasa azt jelentené, hogy
L=NL.

2. P és PSPACE kozotti problémak

Roviden tekintsiik at, hogy jelenleg mit tudunk mondani a kiilonb6z6 bonyolultsagi
osztalyok egymas kozotti viszonyairol.

NP NPSPACE
& O I
LCNL=coNLC|P PSPACE CEXP
O & I
co NP co NPSPACE
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Az abranak nyilvan a bekeretezett része a legérdekesebb és ennél tobbet a meg-
jelolt osztalyokrél nem tudunk. Még azt sem tekinthetjiik kizartnak, hogy P =
PSPACE.

Emlékeztets. Akkor mondjuk, hogy L € NP, ha létezik olyan tantszalagos (nem-
determinisztikus) 7" Turing-gép, ami tgy miikodik, hogy pontosan az L-beli w sza-
vakhoz létezik 7 tantszalag-tartalom ugy, hogy T'(w,7) ELFOGAD éllapottal és w
hosszaban polinomialis idében leall. Formalisan:

L e NP <= van olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomialis |w|-ban és
weL & dr: T(w,T) elfogado

Definicié. Akkor mondjuk, hogy L € co N'P, azaz L € NP, ha létezik olyan tant-
szalagos (nemdeterminisztikus) 7" Turing-gép, ami ugy miikodik, hogy pontosan az
L-beli w szavakhoz nem létezik 7 tantszalag-tartalom ugy, hogy T'(w, ) ELFOGAD
allapottal all le w hosszaban polinomialis idében. Formélisan:

Leco NP <= van olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, hogy
T polinomidlis |w|-ban és
welL & Vr: T(w,T) elvets

2.1. Példak

A kovetkezSkben példakat mutatunk a fenti abra bekeretezett részébdl. Az elsé
példahoz sziikségiink lesz a konjuktiv normalforméakrol tanultakra, ezért elevenitsiik
fel ezeket.

Definicié. A ¢ formula konjuktiv normalforma (CNF), ha elsall

alakban, ahol minden C; kloz literalok diszjunkci6ja, azaz

l;
Ci=\/1\".
j=1

A ¢ CNF felfoghato gy is, mint egy {C;} klozhalmaz, és minden kloz értelmezhetd
ugy, mint egy {/;} literalhalmaz. Ez utébbi meggondolas alapjan a ¢ CNF hosszan a
lp] = %, |C;| szamot értjiik. Példaul, ha ¢ = (2 Vy VvV —t)A(—z V 2)A(z V —w V —u)A
u, akkor [p| =3+2+34+1=09.

Példa. Legyen OPT-CNF az a probléma, hogy egy ¢ CNF-fel kapcsolatban azt
akarjuk igazolni, hogy a ¢ altal leirt Boole-fiiggvényt nem tudjuk |¢|-nal kisebb
méretli CNF-fel megfogalmazni, azaz a ¢ a lehets legrévidebben irja le a Boole-
fliggvényt.

e OPT-CNF € PSPACE

Ennek a bizonyitasara adhato egy olyan naiv algoritmus, mellyel megvizsgé-
lunk minden széba johets lehetSséget. Igy tulajdonképpen exponencialisan
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sok lehetdséget irunk a munkaszalagra, viszont ezek feliilirhatok, ezért elég a
polinomtar. Csak azokbol a valtozokbol épitkeziink, amik ¢-ben is vannak,
kivalasztunk bizonyos kisebb méretd literdl-részhalmazokat, és az Osszes ér-
tékadasra teszteljiik, és azt kell tapasztalnunk, hogy minden |p|-nél kisebb
méreti ¢ CNF esetén van olyan kiértékelés, amire ¢ és ¢ értéke kiilonbozik.

e A probléma formalizalt valtozata a kovetkezd:

Tp1€ OPT-CNF <= V"¢ CNF-hez 3 v kiértékelés tugy, hogy
(I] < lol = ¥(v) # p(v)).

Emlékezziink vissza az fejezet elején felelevenitett definiciokra. Ott 37 és Vr
szerepel. Ez is hasonlo probléma, csak itt két kvantorok szerepel/alternal.

e A probléma ,valahol P és PSPACE kozott” talalhato.

Példa. Legyen PONTOS FGTLEN CSUCSOK az a probléma, hogy egy adott G
grafrol és egy adott t szamrol azt akarjuk igazolni, hogy a G gratban 1év§ fiiggetlen
csticsok maximélis szdma pontosan t, azaz

PFC := PONTOS FGTLEN CSUCSOK = {"G,t": a(G) =t}.
e A probléma formalizilt valtozata a kovetkezs:
TG,t17 € PFC <= (31 CV(G): I figgetlen és t = |I|)
A VICV(G): I fiiggetlen — |I| < t).
Azt vehetjiik észre, hogy a konjukci6 bal oldalan 4llo probléma N P-beli, a jobb

oldalan all6 pedig co N'P-beli. Mindkét kvantorra sziikségiink van, tovabba

PONTOS_ FGTLEN CSUCSOK € PSPACE,

viszont a PFC € NP és PFC € co NP megallapitasok koziil egyiket sem
mondhatjuk biztosnak. (A probléma ugyan PSPACE-en belil van, viszont
ugy érezziik, hogy N'P-n és co N'P-n kiviil.)

Definicié. Legyen H egy halmazrendszer V felett, azaz H C P(V). Bevezetjik a
H-nak az A-beli nyomat:

Tracea,H ={ANE: E€H}, ahol ACV.

Nyilvan TraceaH C P(A). Az A ponthalmazt telitettnek nevezziik, ha TracesH =
P(A). Most méar definidlhatjuk a Vapnyik—Cservonyenszki-dimenziot:

VCs-dimH = max {|A| : A telitett}.

Eszrevétel. A Vapnyik—Cservonyenszki-dimenzié a matematika sok teriiletén elé-
fordul, példaul a geometridban, kombinatorikiban, mesterséges intelligenciaban, il-
letve a statisztikdban is. A dimenzié névadoi is statisztikusok voltak.
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Példa. Legyen VCS-DIM az a nyelv, hogy egy adott H halmazrendszerrdl és egy
adott k szamrol azt akarjuk igazolni, hogy ‘H VCUs-dimenzi6ja legalabb k, azaz

VCS-DIM = {"V,H, k7 : VCs-dimH > k}.
e A halmazrendszereket tomor kodolassal kodoljuk.

e A "VH, k™ harmasban a (V,H) par tulajdonképpen felfoghato egy Cp halo-
zatnak, ahol a v € V cstcesok log |[V| biten kddolhatok, az E € H élek pedig
log |H| biten, és Cy kiszamolja, hogy v eleme-e E-nek. Ilyen kodolasnél a
véletlen séta generaldsa rendkiviil gyorsan megy, még egy millibszor milliés
szomszédségi matrix-szal megadhato graf esetén is.

e A probléma formalizalt valtozata a kovetkezd:

"V, H, k7 € VCS-DIM <= JAVR IE (|A| :k:/\(RgA:>R:AﬂE)).

e VCS-DIM € PSPACE.

3. Tovabbi osztalyok, polinomialis hierarchia
Definicié (X,P nyelvosztaly).

L e ¥;P <= dT polinomialis Turing-gép, melyre 37, Vo, 373, ..., QX; gy,
hogy w € L < T(w, Ty, fi2, T3, - . ., X;) ELFOGADO,

ahol O — 4, ha z paratlan, b X, = Wi, ha z péaros,
V, ha ¢ paros. 7;, ha ¢ paratlan,
Definicié II;P nyelvosztaly.

L ell;P <= dT polinomialis Turing-gép, melyre Vi, 37, Vus, ..., QY; ugy,
hogy w € L & T(w, ju1, To, i3, - . ., Y;) ELFOGADO,

3, ha i pa 5, ha i paratlan,
ahol Q = 4 = a z paros, 6 Y — 1 a z paratlan
Vv, ha ¢ paratlan. T;, ha 1 paros,

Eszrevétel.
o [[(/P=%P=P.
e X, P=NP.
o I,P=coNP.

® 7) = 2073 = H(]P g 217), Hl'P Q 227) N HQP Q 2273, HQP g 237) N ng g
X3P, 1P C ... C X, PnILP C X,P,1IL,P C X, PNIL, P C...C
PSPACE.

Definicié (Polinomialis hierarchia, PH). PH = J,.y ILP = U,y ZiP.
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Eszrevétel. A definicié masodik egyenlésége tulajdonképpen egy allitds, aminek
a bizonyitasa egy egyszerii meggondolas, ahol azt kell belatni, hogy a jobb oldali
feliilrél becsiili a bal oldalit, és forditva.

Definicié (Alternalé polinomialis idG, AP).

L e AP <= dT Turing-gép, melyre 31, Vuq, I, Vo, ..., Iy, Yuy gy,
hogy w € L & T(w, 71, fi1, - - ., T, fiv) ELFOGADO,

T polinomialis |w|-ban.

Megjegyzés. A gép polinomialitasabol kovetkezik, hogy N is legfeljebb polinomiélis.
Lehetséges, hogy N fiigg |w|-t6l. Ez egy tobblet a polinomialis hierarchidhoz képest.

7. Tétel.
1. PH C AP.
2. AP =PSPACE.

Bizonyitas. (Vazlat)

A tétel elsG része trivialis.

A maésodik rész bizonyitasdhoz azt kell kihasznalnunk, hogy QBF € PSPACE
és QBF € AP. Tudjuk, hogy a QBF az PSP AC E-teljes és konnyen belathato, hogy
a QBF nyelv AP-teljes is. Kordabban tanult dolgokat kell alkalmazni, példaul egy
Turing gépet atirni Boole-formulava polinomidében, megfeleld haldzatot gyértani,
ahogy ezeket mar korabban megcsinaltuk. Tovabba, visszavezetések alkalmazasaval
kijon, hogy AP C PSPACE és AP O PSPACE, és ebbdl mar kivetkezik a koztiik
lévs egyenlGség. |
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