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Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Karsai Ddvid 2011. Marcius 22.

Emlékeztets. Egy L €r NP nyelvbdl logaritmikus tarral (igy polinom idében)
hélozatot konstrualhatunk, a hélozat ,tetején” a bemenetet és a tantszalagot kodolod
polinom sok bit taldlhat6, majd polinom kapun (amelyek szerepe a szamitéas polinom
sok konfiguracioja kodjainak kiszamitasa) keresztiil eljutunk egy kapuhoz, ami altal
kiszamitott bit kodolja a gép utolsé ELFOGAD/ELVET allapotat.

1. Tovabbi teljes nyelvek

1. Kbévetkezmény. o (i) Tetszbleges L € NP nyelvre L <, HALOZAT-SAT
o (ii) HALOZAT-SAT N'P-teljes
e (iii) P = N'P akkor és csak akkor, ha HALOZAT-SAT € P

Bizonyitas. (i) L €r NP, igy egy tetszGleges w € L esetén létezik hozza egy
tani: 7 = (t1,t2,...,tpm)), amelyre T'(w,7) ELFOGAD allapotba jut. Azaz a
milt oran megkonstrualt C' halozatra, C([w],y1, Y2, - - -, Yqm)) 8z 1 értéket szamolja
ki, ha az y valtozok helyére a 7 kodjanak bitjeit irjuk. Megforditva is igaz. Ha
C(Jw], y1,¥2, - - -, Yg(n))-nek taldlunk egy kielégitését, akkor egy tant kodjat talaljuk.
Azaz C([w],y1,¥2, - - -+ Yqn)) kOdjanak legyartasa (ami az emlélekeztets alapjan L-
ben megoldhato) egy jo redukcio.

(i) Az (i) részbél és abbol, hogy HALOZAT-SATE NP (tant egy kielégits
bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N P-teljes.

(iii) Mivel HALOZAT-SAT € NP, igy ha P = NP, akkor P-beli is. Viszafelé,
ha HALOZAT-SATE P, akkor tetszéleges L € N'P nyelvet redukaljunk HALOZAT-
SAT-ra, a redukalt probléméat P-ben el tudjuk donteni. A két 1épés egyiitt is poli-
nomialis és az L nyelv eldontési probléméajat oldja meg. Ebbdl L € P kiovetkezik,
igy NP C P, tehat P = NP adodik. [ |

2. Tétel (Cook—Levin-tétel). SAT (CNF formula kielégithetdsége) N'P-teljes.

Bizonyitas. Kordbban mar szerepelt, hogy SAT € NP, igy elég adnunk egy vissza-
vezetést HALOZAT-SAT-r6l SAT-ra, hiszen ekkor az el6z6 kovetkezmény (i) pontja
és a polinomidlis redukci6 tranzitivitiasa alapjan tetszéleges L € NP nyelvet vissza
tudunk vezetni SAT-ra. Ezt is két lépésben tessziik, a HALOZAT-SAT-ot vissza-
vezetjik BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT-ra, majd azt SAT-ra.

Definicié. ¢;(x1, 22, ..., x,) = Yi(x1,29,...,2,), © = 1,2,...,¢ egyenletrendszert
Boole-egyenletrendszernek nevezziik, ha ¢; és ¢; Boole-formuldk. Az {z;}} , val-
tozok egy 0-1/igaz-hamis értékadas az egyeneletrendszer megoldésa, ha minden
1=1,2,...,0 esetén p; és 1); értéke ugyanaz.
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT az a nyelv, ami a megoldhato /kielégithets
Boole-egyenletrendszerek kodjat tartalmazza.

Legyen H egy halézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozot. Ez input-
csucsok esetén a csics cimkéje. A tobbi cstucsra (kapukra) mind kiilonvéaltozokat
feleltetiink meg. Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

® 1, = —xp, ha a g kapu negaci6 kapu és a h kapubdl kapja inputjat (h_g; él a
héalozatban).

e 1, = x5, Az, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és inputjait h és b/
kapukbol kapja.

e z, =x,V x, ha a g kapu halozatbeli cimkéje diszjunkcioé és inputjait h és b’
kapukbol kapja.

e z, =1, ha a g kapu a halozat output kapuja.

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a hal6zatbol. Ha a halozat 1-et
szamol ki egy értékadason (az értékadas kielégithetGséget bizonyit), akkor a ka-
puk altal kiszamolt bitekkel egyiitt egy megoldéasat kapjuk az egyeneletrendszernek.
Forditva is igaz, ha az egyenletrendszer megoldasabol kiemeljiik az eredeti input
valtozok értékadasait, akkor ezen a halozat 1-et szamol ki (s6t minden kapu a hoz-
zérendelt valtozo megoldasbeli értékét szamolja ki). Azaz a halozatbol legyartott
egyenletrendszer megoldhatosaga ekvivalens azzal, hogy a halozat kielégithetd.

Az ‘=’ jeleket ‘<=’ logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek megfelels for-
mulékat kapunk. Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazza
teszi a hozzarendelt formulat. A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb
harom valtozot tartalmaznak. Konnytd ket CNF forméra hozni. Ha az Osszes
egyenletnek megfeleltetett CNF formulat ‘és’ logikai jellel 6sszekapcsoljuk, szintén
CNF formét kapunk. Igy az egyenletrendszerhez hozzarendeltiink egy ¢ CNF for-
mulét. A hozzarendelés P-ben kiszamolhato. Az egyenletrendszer megoldhatosaga
ekvivalens a formula kielégithetGségével.

Vagyis ,,programunk” mésodik redukciojat is megadtuk, a tételt bebizonyitottuk.

[ |

Definicié (kvantifikalt Boole-formula probléma, QBF). Legyen a ¢ Boole-formula
a kovetkezd alaka: o(z1,y1, T2, Yo, .., Tn, Yn). Ekkor a

YV Iy Ve Tys . . Vo, Jyne(T1, Y1, T2, Yoy - -+ s Ty Yn)
vagy igaz, vagy hamis. A probléma az, hogy dontsiik el, hogy melyik.
3. Tétel. QBF PSPACE-teljes, vagyis

e (i) QBF € PSPACE,
e (ii)minden L € PSPACE esetén L <p QBF.
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Bizonyitas. Azt latjuk be, hogy QBF N'PSPACE-teljes. Ez a tétel allitasa, hiszen
tudjuk, hogy NPSPACE = PSCPACE.

(i) Konnyen belathato.

(ii) Ahogy altalaban a tar korlatozott dontéseknél tettiik, egy tetszéleges L €r
NPSPACE nyelvre az w L-hez tartozasanak dontési feladatat visszavezethetjik az
ELERHETOSEG eldontésére a (Gr,,, START, ELFOGAD) input esetén, ahol G,
a redukalt konfiguraciok grafja:

w € L & létezik START-ELFOGAD (iranyitott) ut G -ban.

Gr., egy 2" pontszému graf. Egy csics kodja logaritmikus a csticsok szaméaban.
Vagyis mindegyik csiics n® hosszban kédolhato.

Persze nem az ELERHETOSEG inputjat gyartjuk le. Ennek , kéltsége” PSP ACE,
ami megegyezik L bonyolultsdgaval, igy nincs értelme. (A gondolatmenet N'L és £
viszonyaban mikodott. )

Az igazi” visszavezetés egy formulat gyart le. Ehhez sziikségiink lesz néhany
jelolésre.

Jel6lés. Legyen N := n®.

u~w jelolje azt, hogy alapgrafunkban u-bol elérhet (irdnyitott értelemben) a v
csucs.

u~ ;v jeldlje azt, hogy alapgrafunkban u-bol legfeljebb i lépéssel elérhetiink
v-be.

Esetiinkben az alapgraf G, pontszama 2V. Igy u~v akkor és csak akkor, ha
U <oN .

Az alapoétletiink az, hogy felosztjuk az utunkat két részre egy kozépso k csuccsal,
elébb csak egy k csiicsig megyiink el START-b6l maximum 2V~! 1épésben, majd
onnan szintén maximum 2V~! lépésben ELFOGAD-ig.

Eddigi 6tleteink formalizélva:

welL & START~ ., ELFOGAD,

STARTZ)%NELFOGAD & Elvk(STARTZ)%Nflk) A ( :)§2N71ELFOGAD).
Az 6sszes csucs (START k,ELFOGAD) N (n-ben polinomialis) hosszu bitsorozattal
kodolt. A Jyk azt jelenti, hogy az Osszes cstucsot kodolo bitsorozatra vonakozolag
létezik.

Gondolhatunk arra, hogy nincs mit tenni csak iteralni kell ezeket az Gtleteket.
Formuldnkban két helyen is szerepel az :)Sgw_l relacio. Iteralasnal (N mélységre
van sziikségiink) a formula nagysaga exponencialisan nagy lenne. Még egy otletre
van sziikségiink. A fenti formulank ekvivalens azzal, hogy

IvkVyeVyc : ((c = START A =k)V (c =k A = ELFOGAD)) — ¢~ o1

Ezt a gondolatmenetet iterdlva mar a kapott formula mérete polinomialis lesz.
N = n® iteralés kell és mindegyik csak hozzaad a fomrulahoz egy polinomialis hossz
0j részt. A bizonyitas befejezéseként csak ellendrizziik, hogy az iteracié elindul: Az
iteracio legmélyén 1év6 formulék: u~ <v azt jelentik, hogy ‘u = v vagy u-bol vezet él
v-hez’. Ez egy egyszeri (kvantor nélkiili) Boole-formuléval megfogalmazhato relécio.

Az Jyv jelolés csaloka. v N darab bittel kodolt, ezek mindegyike létezik kvan-
torral kotott. Ugy tinik, hogy az alternalé kvantorok feltétele nem teljesiil. Nincs
probléma. Uj véltozok bevezetésével a kvantorok alternaléasa megoldhaté. Ha az
valtozokat csak kvantifikalt forméban hasznéljuk, akkor nem befolyasoljak a formula
logikai értékét. |
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Megjegyzés. A QBF feladat inputjaban nem az volt a fontos, hogy létezik kvantor
utan minden kvantor kovetkezik és forditva, hanem az, hogy kvantorok valtakozéasa-
nak szama tetszdélegesen nagy lehet.

Ezzel a legfontosabb nyelvosztalyokra talédltunk teljes problémékat. Azaz olyan
problémékat, amelyeke tiikrozik a nyelvosztaly teljes nehézségét. Ha ezekrdl a teljes
problamakrol tudunk valami ,,okosat” mondani, akkor az egész osztalyrol kapunk
fontos informaciot.

PESPACE
QBF

P
halézat-

NL

elérhetéseég

Abra osztalyokrdl, s benniik teljes problémakral

1. 4bra.

2. N'P-teljes nyelvek

NP kiilonosen fontos osztaly. A Millieneumi problémék egyike a P és NP oszta-
lyok viszonyanak tisztédzasa. Erre az osztalyra vonatkozo teljes problémék nagyon
valtozatosak. Teljesen kiilonb6zé matematikai kutatasok sorén ilyen kérdésekbe
iitkoziink. Az alabbiakban a HALOZAT-SAT és SAT problémakon tul is mutatunk
NP-teljes kérdéseket.

Az tjabb N'P-teljes nyelvek felmutatésdhoz nem kell a definicioig visszamenni.
,Karp-elv’: Ha T N'P-teljes probléma, L € NP, tovibba T <p L, akkor L is
NP-teljes.

Definicié. Adott ¢ CNF formuldaban, ha minden kl6z legfeljebb harom literalt tar-
talmaz, akkor 3=-SAT-nak, nevezziik a kielégithetségi problémajat.

Ha minden kléz pontosan harom literalt tartalmaz, akkor 3=-SAT-nak nevezziik
a kielégithet&ségi probléméjat.

4. Lemma. 3=-SAT=< 3=-SAT és 3=-SAT=< 3=-SAT.
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Bizonyitas. Az els¢ allitas trivialis az el6bbi definiciobol. Nézziik, mi a helyzet, ha
adott egy 35-SAT probléma. Ez el6all olyan klozok ‘és™-el valo dsszekapcsolasaként,
amikben maximum 3 literdl van. Ha egy klézban pont hidrom van, akkor azzal
nem csinalunk semmit. Ha kett§ van, példaul x és y benne a két literdl, akkor
ehelyett a kloz helyett két 0j klozt vezetiink be: (z VyV z) és (z Vy V —z), ahol
z egy 1j valtozo, ami nem szerepelt még sehol a CNF formuldban. Mivel egy CNF
formula pontosan akkor kielégithets, ha minden kloz egyszerre kielégithetd, ezért ha
a valtoztatas el6tt kielégithets volt, akkor ugyanazzal az értékadéssal az aj két kloz
is igaz lesz. Ha nem volt kielégithets, akkor ezutan sem lesz, mivel az 0j két kloz
koziil az egyik mindig igaz lesz, a masik pedig pontosan akkor lesz igaz, ha (z V y)
igaz, igy (x VyVz)A(zVyV-z)=(xVy). Egy literdlt tartalmazo klozok esetén
ugyanez az Otlet miikodik. |

Az oda-vissza redukci6 léte (ha polinomialis szamolas elhanyagolhato) a két fe-
ladat ekvivalenciajat jelenti.

Feladat. L =p L/, ha L <p L' és L' <p L. Ekkor =p ekvivalenciarelacio.

A tovabbiakban a 37-SAT és 3=-SAT probléméakat 3-SAT-ként hivatkozzuk. Ha
ezt latjuk, valaszthatunk melyik véaltozata kényelmesebb szamunkra.

5. Tétel. SAT< 3-SAT.

Bizonyitas. SAT= 3=-SAT redukciét frunk le.
Minden egyes kloz helyett 0j klozokat vezetiink be. Legyen C' egy kloz: (I3 VsV
-V 1,). Legyenek yo, y1, ..., y, Gj valtozok, és az 1j klozok pedig a kovetkezsk:

Y0, Yo ViUV Wi, Yt VENY Wi Yt Vi V Y, Yn

Ekkor ha az eredeti klozt az (;-k értékadéasa nem tette igazzé (vagyis mindegyik
l; hamis), akkor az j klozt sem lehet az 0j valtozok alkalmas értékadasaval igazza
tenni: elindulva az elejérél mindig csak egy lehetdségiink van a kdvetkezd valtozo
értékének megvalasztasara hogy igaz maradjon a kifejezés, és a legvégén y,-nek is
hamis értéket kell adnunk. Forditva, ha létezik ¢, amire [; igaz, akkor megvalosithato
az 1j klozokban is olyan értékadas, hogy igaz legyen a klozok ‘és’-sel vald 0sszekap-
csolasa is.

Minden klozra parhuzamosan elvégezve ezt az atalakitast (mindegyikhez disz-
junkt y-valtozok halmazat véve), jo visszavezetést kapunk. [ |

Mivel az el6z8 visszavezetés polinom id6ben megtehets és 3-SAT € NP (mivel
a SAT specialis esete), ezért 3-SAT N'P-teljes probléma.
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