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Emlékeztets. Az eddigi nylevosztalyokrol a kovetkezo tartalmazasok nyilvanvalok:

NP - NEXP

Ul Ul
P - EXP
Nl Nl
L C PSPACE C EXPSPACE
Nl Nl Nl
NL C NPSPACE C NEXPSPACE
Nl Nl

NP - NEXP

Az L, P,EXP nyelvosztalyok determinisztikus gépekhez kapcsolodnak, ebbdl
adodoan zartak a komplementerképzésre. Az NL NP, NPSPACE, NEXP oszta-
lyok nem-determinisztikus nyelvesaladok (ezt hangstlyozza a kezdd N bett). Ezek
esetén a co NL,co NP,co NPSPACE, co NEXP osztalyok érdekesek.

Definicié.

TIME(t(n)) = {L : 1etezik L-et elfogadd T' Turing-gép, amelynek futési
ideje minden w-n legfeljebb #(|w|)}.

SPACE(s(n))) = {L : létezik L-et elfogadd T Turing-gép, amelynek téar
igénye minden w-n legfeljebb s(|w|)}.

1. Tovabbi tartalmazasok bonyolultsagi osztalyok ko-
zott

Eszrevétel 0. TZME(t(n)) C SPACE(t(n)).
Eszrevétel 1. NTIME(t(n)) C SPACE(t(n)), ahol t(n) szép idsfiiggvény.

Bizonyitas. Legyen L € NTIME(t(n)). Ekkor megadhato ezt bizonyité T tanu-
szalagos Turing-gép. N

Az allitas bizonyitasdhoz megadunk (7-re alapulva) egy T' egy determinisztikus
Turing-gépet, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el és tar korlatja t(n) lesz. Ehhez
megtartjuk T leirasahoz sziikséges munkaszalagokat és hozzaadunk egyet, amely a
tanu szalag szerepét tolti be és még egyet, ami egy ora szerepét tolti be (¢(n) szép id-
défiiggvény). Persze az j gép a nem-determinisztikus gépek ,zsenialitasat”/tippel
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tulajdonsidgat nem birtokolja. T mitkodésének lefrésahoz megadjuk, hogyan néz ki
egy futasa. Ebbdl az atmenetifiiggvény (formalis leirdsa) kiolvashato. Feltessziik,
hogy az inputunk hossza n.

Inicializalo fazis: A tanuszalag szerepét betoltd munkaszalagon kijeloliink ¢(n)
szamu mezGt, melyet egy I['-beli specidlis hatarolojellel lezdrunk. Ez egy csak er-
re a célra hasznalt karakter. Ezen karakter olvasasakor tudjuk, hogy a tar korlat
betartédsa mellett nem léphetiink jobbra.

A tantszalag szerepét betolté munkaszalagra felirjuk az elss lehetséges t(n) ka-

raktert, ami egy tanu-kezdet lehet (t6bb karakterre nincs sziikségiink mert ¢(n)
idékorlatos gép nem tud tobbet elolvasni)
Szimulalo fazis: A T Turing-gép munkaszalagjainak megfelel§ szalagokon szimu-
laljuk T' futasat az els6 tanun ¢(n) ideig. A szimulacio vagy ELFOGAD, vagy NEM-
STIMMEL=ELVET allapottal ér véget, vagy letelik az id6/kifutunk a ¢(n) idébdl.
Ez utobbit is a tesztel tana ELVET-éseként fogjuk fel.

Ha a szimulaci6 ELFOGAD élapotba jutott, akkor mi is ELFOGADjuk az in-
putot, T"is ledll. Ha ELVET allapotba jutott, akkor a tanu szalag szerepét betoltd
szalagon a kovetkezd lehetséges t(n) hosszu tantkezdettel irjuk feliil eddigi tartal-
mat. A tobbi szalag tartalmat letoroljiik. Megismételjiik a Szimulalo fazist.

Ha a kovetkezd tanu-kezdet generdldsa nem lehetséges, mert az Osszes tanu-
kezdetet teszteltiik, akkor KIMERULT=ELVET allpottal leallunk.

1. Allitas. (i) T L-et szamolja ki.
(1) T tdrigénye legfeljebb t(n).
Mindkét rész egyszerien adodik az el6z6ekbdl. Ezzel az észrevételt igazoltuk. W

Eszrevétel 2. SPACE(s(n)) C UpenT IME (c5MH1e(n+1)) "ahol s(n)) szép tarfiigg-
vény.

Bizonyitas. Legyen L € SPACE(s(n)). Ekkor megadhato olyan 7' Turing-gép,
amely eldonti L-et (specidlisan minden w € L-en megall), és a tarigénye legfeljebb
s(n).

Legyen ro(w) — ki(w) — Kao(w) — ... — Ke(w) a futds w-n. Azaz ez egy
¢ > 1 hosszu, véges konfiguraciosorozat, ahol az elsé konfiguracio (ko(w)) a kiindulo
konfiguracié (ebben az allapot START) és az utolsé allapot (k¢(w)) az elsd olyan
konfigutécié a futas soran, amleyben az allapot ELFOGAD/ELVET.

Konnyt latni, hogy a futas soran nem ismétlédhet konfiguréacio, azaz i # j esetén
ki # K; teljesiil. Valoban minden konfiguracio egyértelmten meghatarozza a rako-
vetkezGt, igy ismétlédés egy végtelen, periodikus konfiguracidésorozathoz vezetne.

Héanyféle konfiguracio léphet fel a fenti sorozatban rogzitett w esetén? Legyen
lw| = n. Egy fels6 becslés a kérdésre adandd vélaszra (ar, fr konstansok T-t6l
fiiggnek):

(n+2)-1S]- (s(n) + 1) - [T < ap(n + 1)3" = gy o),

hiszen az input szem helyzete n + 2-féle, a munka szem helyzete s(n) + 1-féle, az
input szalag tartalma |I'|*(-féle, az allapot |S|-féle lehet.

Osszefoglalva: Ha a futasi ids 7°™) 18" nél hosszabb lenne, akkor a futés soran
a konfiguraciok ismétlgdnének, igy a futas végtelen lenne.

Tudjuk, hogy nincs igy. Tehat kaptuk, hogy T idGigénye automatikusan megfelel
az észrevételben szereplkkel. [ |



Eszrevétel 3. NSPACE(s(n)) € U TIME(c*MHlos+1)) "ahol s(n) szép tarfiige-

ceN
vény.

Bizonyitas. Legyen L € NSPACE(s(n)). Ekkor megadhato T (1. értelemben vett)
nem-determinisztikus Turing-gép, vagyis az atmeneti fliggvény nem-determinisztikus,
a futas ,,szétédgazd’ lehet.

Definicié. Redukalt konfiguracio s(n) tarigényt I. nem-determinisztikus Turing-gép
esetén adott w inputra nézve a kovetkezé komponenseket tartalmazza:

1) input- és munkafej pozicioja,
2) munkaszalag elsé s(n) karaktere,
3) a gép allapota.

Tulajdonképpen csak az inputszalag tartalmat takartuk le a (teljes) konfiguraci-
6bol. A redukalt konfiguraciok halmaza legyen V. Ekkor

V| <ap-(n+1)- 6",

Legyen v speciélis eleme A, ami a ko(w) kezdd konfiguracié redukaltja. T-rdl
feltehets, hogy ledllaskor az input- illetve a munkafej a szalag elejére all, tovab-
ba a munkaszalag elsé s(n) karaktere iires. Igy a leallas, ami két lehetséges al-
lapotnak felel meg, az két lehetséges redukélt konfigurécionak felel meg. Legyen
7+t =ELFOGAD, illetve Z— =ELVET a két leallo allapotnak megfelels két redukalt
konfiguracio.

Definicid. Legyen T egy 1. nemdeterminisztikus Turing-gép és w egy inputja. Ekkor
5)va a (T, w-hoz tartozo redukalt konfiguraciok grafja. Ez egy iranyitott graf, ahol
a csticsok halmaza a fenti V halmaz, tovabba ut akkor és csak akkor él, ha az u(w)
konfiguracié utén az atmeneti fliggvény megengedi a v(w) konfiguraciot. Ahol egy
r redukalt konfiguracio esetén r(w) az a konfigurécio, amit r-bdl kapunk w-nak az
inputszalagra irasaval.

Megjegyezziik, hogy determinisztikus gép esetén is bevezethetdk a fenti fogalmak.
Ekkor a definiélt iranyitott graf minden pontjénak kifoka 1 lenne.
A kovetkezé allitas a fenti definiciok megértése utan nyilvanvalo.

2. Allitas. Az w € L pontosan akkor teljesiil, ha 6W,T—ben létezik AZ™ irdnyitott
ut.

Ezek utan leirunk egy T dgterminisztikus gépet.

Ez els6 fazisban felirja a G, graf kodjat. Majd grafelméleti algoritmusokkal
teszteli, hogy vann-e benne AZ* iranyitott ut. Példaul szélességi vagy mélységi
keresést hajt végre. A kod felirdsa aranyos a hosszéaval, a keresési algoritmus poli-
nomialis a graf kodjaban. A sziikséges id§ az észrevétel altal megigért korlat alatt
marad. |
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2. Problémak redukcidi
Definicié. ELERHET()SEG:{(@, s,t),s,t€v: létezik st ut} C T

Az el6z6 bizonyitas lényege az volt, hogy w € L akkor és csak akkor, ha (EZJ, A Z") e
ELERHETOSEG.

Definicié. Legyen L/,\E C X* két nyelv és C egy bonyolultsagi osztaly. L redukalhato
L-ra, jelben: L <& L, ha létezik A kiszdmithaté Turing-gép, hogy

(i) A egy C komplexitasu gép/eljaras,
(ii) w € L pontosan akkor, ha A(w) € L.

A bevezetett relécié olvasata: Az L nyelv eldontési feladata ,legalabb olyan
nehéz”, mint az L-é ,modulo” C.

A fels6 index K bettije Karp nevébdl ered, aki ezt a fajta redukciot (amit Karp-
redukcionak neveznek) elészor hasznalta intenziven. Ebben a kurzusban legtobbszor
ilyen redukciot latunk. Legtobbszor le is hagyjuk a fels6 indexet. A teljessség
kedvéért megemlitiink egy masik fajta redukciot. Ezt Turing nevéhez fiizik.

Definicié. Legyen L, L C T két nyelv és C egy bonyolultsagi osztaly.

L < L pontosan akkor, ha megadhaté A eldénté Turing-gép, amelynek van egy
extra kérdésszalagja. Erre csak irhat a gép (nincs szem a szalag felett, a kéz csak
jobbra mozogva irhat). Az irott karakterek 5 elemei, azaz a L nyelv abécéjének
elemei és egy specialis ‘7 jel. A kérdésszalagra a 7 jel feirdsa egyben a 7 specialis
allapotba valo kertilést is jelenti. Ekkor a gép meg tudja, hogy a kérdés szalag eleje,
illetve el6z6 kérdésnél leirt ‘77 jele utani karaktersorozat L eleme-e. Ezen informéacio
megszerzése a kovetkezGkonfiguracioban megtorténik, azaz egy lépésnyi az ,ara”’. A
gép az L nyelvet donti el, bonyolultsaga C-beli.

A Karp redukci6 nagyon speciélis Turing-redukci6. Szokdsos szdmolds utén
egyetlen kérdés hangozhat el az L nyelvhez tartozéasrol. A kérdésre adott valasz
egyben a kiszamitott bit is. A Turing-redukci6 nyilvan sokkal erésebb fogalom. Az
L-ra ugy gondolhatunk, mint egy szubrutin. A redukcié lényege, hogy a L szubrutin
felhasznélasaval L hatékonyan eldonthetd.

Példa. Legyen L egy tetszdleges NSPACE(s(n))-beli nyelv, ahol s(n) szép tarfiige-
vény. Ekkor
L <5 ELERHETOSEG

ahol C = SPACE(O(s(n) +log(n +1))) = UpenSPACE (e - s(n) 4 log(n + 1)).
Valoban: A korabbiakban lattuk, hogy w inputhoz (G, r, A, Z") harmas ren-

delhetd tgy, hogy w € L akkor és csak akkor teljesiiljon, ha 6W7T, A, Z*) € ELER-
HETOSEG. -

Csupéan azt kell ellendrizni, hogy (G,r, A, Z7) ,legyartasa”’ az adott tar korlat
mellett megtehets. Ehhez egy gépet kell megadnunk. Ez kiszamol egy graf és két
csucsanak a kodjat. Ehhez kell egy outputszalagra. A feltétel, hogy a munkasza-
lagon joval kisebb teriilet all rendelkezésiinkre mint a kiszamitandé graf kodja. Az
alabbiakban ennek egy lehetséges megoldasat vazoljuk:

A munkaszalag tartalmat kettéosztjuk a lehetséges csucsok, illetve a lehetséges
szomszédok helyére. A redukalt konfiguraciok grafjanak egy csucsanak kodolasahoz
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log, |V| hely kell. Ez O(s(n) + log(n + 1)) darab mez6. (Azaz az el6irt tarméret
konstans sok cstucs téarolasara elegendg.)

A lehetséges csucsok szamara fenntartott helyen felsoroljuk az Gsszes ott elférd
kodot. Mindegyikrsl megnézziik, hogy val6jaban csticsot kodol-e. Ha igen, akkor
felirjuk az outputszalagra, majd egy ‘> rakunk. Ide kell irnunk a ki-szomszédok
sorozatat. Ehhez a lehetséges szomszédok helyén soroljuk fel a lehetséges kddokat.
Minden olyan k6dnal ami csticsot kddol meg kell nézniink, hogy az atmeneti fiiggvény
megengedi-e, hogy a lehetséges cstucsok helyére irt redukalt konfiguraciobol az w-val
kiegészitve kapott konfiguracioé olyan-e, hogy dtmehetiink-e a lehetséges szomszédok
helyén leirt redukalt konfiguracionak w-val vald kiterjesztésével kapott konfigura-
cibba. w az inputszalagon, a két redukélt konfiguracié elfér a munkaszalagon. A
kért informacié nagyon egyszert konnyen kiolvashato kiilon tarigény nélkiil. Ha a
lehetséges szomszéd valoban graf-szomszéd, akkor az outputszalagra atmasoljuk.

A és Z kodjanak felirdasa az outputszalagra szintén konnyen megoldhato.

Végiil megemlitiink egy fontos tulajdonsagat a redukcioknak.

3. Lemma.
(i) L<p L ésLeP, akkor L € P.

(ii) L <K LésLeLl, akkor L € L.

Bizonyitas. (i) Tekintsiink egy A Turing-gépet, amely az L-rél L-ra torténd reduk-
ciot végzi, valamint X—ot, amely a L nyelvehz tartozasi feladatot donti el P-ben.
Legyen adott az w input.

Ekkor végezziik el a

w— Alw) € TPM = A(A(w)) € Beet)

szamolast. Az els6idd igényét az n inputméretben egy p polinom korlatozza. A
leghosszabb input, amit kiszamolhatunk ¥P(™-ba esik. A masodik lépés idGigényét
az inputméretben egy ¢ polinom korlatozza. Az 6sszid6 (p + g o p)(n), ami n egy
polinomialis fiiggvénye.

A két algoritmus egyiittese a Karp-redukcié fogalma alapjan éppen az L nyelvet
donti el, vagyis L is eldonthetd polinom idében. R

(ii) Tekintsiink egy A Turing-gépet, amely az L-r8l L-ra torténd redukciot végzi
és egy E—ot, amely L nyelvhez tartozéas problémajat donti el L-ben. R

Ismét a két gépet szeretnénk kombinalni. Azonban A outputszalagja (egyben L
inputszalagja) nem fér meg a logaritmikus tar korlattal. Nincs is ra sziikségiink. A
két gép koziil kezdjiik el A szimulaciojat. Egy munkaszalagon téroljuk az input szem
poziciojat. Amikor A-nak sziiksége van egy karakterre az inputszalagrol, akkor A
szimulacioja leall, ,PAUSE” allapotba keriil (a sziikséges informaciok eltarolasaval)
és kezdjik meg az A gép futasat. Addig futtatjuk mig ki nem irja azt a karak-
tert, amelyre sziikséglink van. Ez a futtatés outputszalag nélkiil torténik. Azaz
a kiszdmolt karakterek elvesznek. Csak az éppen olvasott 6rz6dik meg A tovabbi
futésa érdekében (ezért taroljuk A futasa kozben hol is 4ll az input szem). A szimu-
sziikségiink lesz erre a helyre (hogy kiszdmoljuk a kért karaktert, de nem arra, hogy
a korabbi karaktereket megérizziik). A PAUSE &llpotbdl visszatériink és folytatjuk

A futtatasat, amig 4j inputkarakterre nincs sziikségiink. |
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A fenti bizonyitas gondolatmenete elvezet a kdvetkez lemmahoz is:

4. Lemma. <, és <p tranzitiv.
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