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1. Eldont6é Turing-gépek

Emlékeztets. L C X* nyelv pontosan akkor eldonthetd, ha létezik T° Turing-gép,
amely minden w € L esetén ELFOGAD allapotba jut és minden w ¢ L esetén
ELVET allapotba jut.

Ekkor az outputszalagra minddssze 1 bit keriil leirasra. Igy az outputszalagra
megsporolhato, az output bejelentése megtorténhet az ELFOGAD és ELVET élla-
potokkal.

Jeldlés. Az eldonthetd nyelvek halmazat D jeloli, azaz
D :={L: L eldonthets} C P(X").

Egy masik lehetséget kapunk az outputbit , kodolasara”, ha az elvetést egy kiilon
allapot helyett végtelen futassal jeloljiik.

Definicié. L C ¥* nyelv pontosan akkor felsorolhatd, ha létezik T Turing-gép, amely
barmely w € L esetén ELFOGAD éallapottal &ll le és barmely w ¢ L esetén végtelen
futésa lesz.

Ez az utobbi definicié gyengébb az eldontésnél, gyakorlati hatranya is van: ha
tul sokaig fut az algoritmus, nem lehet tudni, hogy csak lasst, vagy épp végtelen
futasban van.

Jeldlés. A felsorolhato nyelvek halmazat S jeldli, azaz
S :={L: L felsorolhato} C P(¥*).

Definicié. Legyen C C P(X*) nyelvosztaly, ekkor co C := {L : L € C} jeldli C
komplemeterét.

Példa. co S = {L : L komplementere felsorolhato}

Eszrevétel. co D = D. Valoban: Egy L € D-t bizonyito Turing-gép esetén az
ELVET, ELFOGAD allapotok felcserélésével olyan géphez jutunk, ami L eldénthe-
tGségét igazolja.

Eszrevétel. A kovetkezs tartalmazasokat irhatjuk fel az el6bb bevezetett nyelvhal-
mazok kozott:

e § O D, mivel az eldonté Turing-gép esetében az ELVET allapotot helyett egy
oo allapotot vehetiink fel, amelyben a gép ciklizal.
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1. 4bra.

e coS DO D, ebben az esetben az ELFOGAD allapotot kell oo éllapotra cserélni.

e D=SNcoS. Egyszeri allitas, lasd gyakorlat.

Megjegyzés 1. o |[P(X¥)| = ¢ = 2™. Nyilvin, mert véges nem-iires ¥ esetén
|22 = No.
e |S| =|co S| = |D| = Ny. Nyilvan, mert olyan Turing-gépbdl, amelyre I' = [n]
és S = [m] csak véges sok van. Az ilyen Turing-gépekkel minden Turing-gép
szimulalhato.

Megjegyzés 2. D C S esetén S # co S is teljestil.

2. Turing-gépek kédolasa

A Turing-gépek is kodolhatoak, ehhez rogzitsiink egy Yy univerzélis dbécét. Példaul
legyen most 3y = {0, 1}. Rogzitsiik Turing-gépeknek egy kodolasat. Egy T Turing-
gép esetén jeloljik kodjat [T € ¥ = {0,1}*. Az w € ¥*-hoz rendeljiik hozza az
[w] € 3§ = {0,1}* kodot. A ([T], [w]) par kodja legyen [T, w].

1. Allitas (Univerzalis Turing-gép, Alan Turing). Legyen ¥y = {0,1}. Létezik
U Turing-gép, ami az inputszalag tartalmat [T, w]-nak fogja fel, és T-t szimuldlja
w-n. Azaz
T w-n ELFOGAD < U is ELFOGAD [T ,w]|-n
T w-n ELVET < U is ELVET [T,w]-n
T w-n oo futds < U is oo futds [T, w]-n.
Az allitas formalis bizonyitasahoz konkrétan meg kell allapodni Turing-gépek egy
kodolasaban és U atmenetifiiggvényével le kellene irni, hogy egy [T'] kodbol hogy

olvassuk ki 7" lényegét és ezt hogyan szimulaljuk az inputbol kiolvasott w-n. Ez nem
nehéz, de nagyon faradsagos munka.

*

Az eddigi ismeretek alapjan egy ,szotarat” allithatunk ossze
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‘ Hétkoznapi élet ‘ Bonyolultsagelmélet

Eldontési probléma L nyelv
Szamitasi probléma foXr— ¥
Algoritmus T Turing-gép
Programozasi nyelv T — [T]
Szamitogép /interpreter | U univerzalis Turing-gép

Definicié.
MEGALLAS = {[T,w] : T leall w-n, azaz STOP
vagy ELVET /ELFOGAD éllapotba kertiil}.

2. Tétel (Turing-tétel). (i) MEGALLAS € S,
(ii) MEGALLAS ¢ D.

Bizonyitas. A tétel els6 része kovetkezik az el6zg allitasbol. Az ott definidlt uni-
verzalis Turing-gépet kell igy modositani, hogy a szimuldland6 gép ledllasanal, ne
a leallo allapotnak megfelels allapotba jusson, hanem csak a ledllas ténye miatt
ELFOGAD allapotba keriiljon.

A masodik allitas bizonyitasa indirekten torténik, azaz tegyiik fel, hogy létezik 1
Turing-gép, amely eldonti a MEGALLAS nyelvet. Tovabbiakban az indirekt feltevés
I gépére alapitva egy kissé modositott gépet irunk le.

Definicié. Legyen I egy Turing-gép, amely eldonti, hogy ¢ input kédol-e Turing-
gépet. Amennyiben nem a gép ELVET allapotba keriil. Amennyiben i = [T'] az
I MEGALLAS nyelvet eldonté Turing-gépet futtatja (i,7)-n. Ha a futtatas ELFO-
GAD allapottal ér véget, akkor jobbra-balra 1épegets végtelen ciklusba megy at, ha
ELVET allapottal ér véget, akkor STOP allapottal leall.

Keérdés: Mit csinal I gép fﬁ—n? Azaz mi torténik, ha a sajat kodjan futtatjuk
az [ gépet?

A definici6 alapjan ,kibontja magat”, és a MEGALLAS nyelvet eldontd géppel
eldonti, hogy a megadott inputon (ami esetiinkben sajat kodjan) hogyan dolgozik.
Ha I ELFOGAD allapotba keriil (a I gép [I]-n megall), akkor nem 4ll le (marmint
I az [I]-n), és ha I ELVET alpotba keriil (a I gép [I]-n nem all meg), akkor leall.
Mindenféleképpen ellentmondésra jutunk. [ |

A bizonyitas lényege hasonlit Cantor bizonyitasara, hogy [0, 1] nem felsorolha-
t6/megszamlalhatoan végtelen halmaz (atlos modszer), csak ebben az esetben sza-
mok és sorszamok helyett gépek, illetve inputok kodjai szerepelnek.

A kurzus tovabbiakban részében a D halmaz nyelveivel dolgozunk. Célunk az
eldontési problémak Osszehasonlitasa, a dontési feladatok nehézségének mérése.

3. Bonyolultsagi osztalyok
Definicié. T Turing-gép idGigénye w inputon:

min{i : x; allapota ELFOGAD/ELVET}, ha T leall w-n

0, kiilonben.

TIME(T,w) = {
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Definicié. T Turing-gép tarigénye w inputon:

max{j: w-na T futdsa soran j tavolsagra keriil >-t6l},
SPACE(T,w) = ha halmazunk feliilrél nem korlatos,

0, kiilonben.

Az id6- és tarigény definidlasa természetesen vezet egy nyelv bonyolultsaganak
bevezetéséhez és bonyolultsédgi nyelvosztalyok bevezetéséhez.

Definicié. L nyelv pontosan akkor donthetd el polinomialis idében, ha létezik T'
Turing-gép, melyre a kovetkezs két feltétel teljesiil,

1. L-et donti el,
2. van olyan i € N, hogy minden w € ¥* inputra TIME(T,w) < |w|’ + 4.
P jeloli polinomialis id6ben eldénthetd nyelvek osztalyat.

Definicié. L nyelv pontosan akkor exponencialis idejd, ha létezik T° Turing-gép,
melyre a kovetkezd két feltétel teljestil,

1. L-et donti el,
2. van olyan i € N, hogy minden w € £* inputra TIM E(T,w) < 21+,
EXP jeloli az exponencialis id6ben eldonthets nyelvek osztalyat.

Definicié. L nyelv pontosan akkor logaritmikus tarban eldonthets, ha létezik T'
Turing-gép, melyre a kovetkezs két feltétel teljestil,

1. L-et donti el,
2. e NVw € ¥* SPACE(T,w) <ilog(n+1).

L (egy b&beszédibb jeloléssel LOGSPACE) a logaritmikus tarban eldénthetd nyel-
vek osztélya.

Definicié. L nyelv pontosan akkor donthets el polinomidlis tarral, ha létezik T
Turing-gép, melyre a kivetkezs két feltétel teljesiil,

1. L-et donti el,
2. van olyan i € N, hogy minden w € ¥* inputra SPACE(T,w) < |w|* +1.
PSPACE a polinomiilis tarban eldonthets nyelvek osztélya.

Definicié. L nyelv pontosan akkor donthetd el exponencialis tarban, ha létezik T'
Turing-gép, melyre a kivetkezs két feltétel teljestil,

1. L-et donti el,
2. van olyan i € N, hogy minden w € ¥*inputra SPACE(T,w) < olw|'+i

EXPSPACE az exponencialis tarban eldonthets nyelvek osztalya.
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Megjegyzés. A Turing-gép robosztusossaga példaul azt jelenti, hogy a fenti defini-
cibban leirt osztalyok nem fiiggnek a modell apré részleteitsl. Alternativ megalla-
podéasok ugyanahhoz a P nyelvosztalyhoz vezetnek.

Az osztalyok kozott nyilvanvalo tartalmazasi relaciok éallnak fent. Id6 (és tar
esetén is) a nagyobb korlat bévebb nyelvosztalyhoz vezet, illetve bizonyos id6 korlat
a fej korlatos mozgésa miatt tar korlatot is magéval hoz:

P C EXP
Nl Nl
L C PSPACE C EXPSPACE
Késébbiekben tovabbi tartalmazasokat is felirunk.

4. Nem-determinisztikus Turing-gépek

A nem-determinisztikus Turing gépekre két alternativ definiciét is adunk.

Definicié (l. valtozat). Hasonloan mint a determinisztikus Turing-gépeknél, itt is
vannak szalagok, fejek, allapotok, stb. Azonban az dtmeneti fliggvényt méar mashogy
definiéljuk:

§: X xTxS—P{—, ., =} xT x{«,.,—}xS5)\ {0}

Az w inputhoz tartozo futas nem meghatarozott (idegen szoval nem-determinisztikus),
azaz a kKo(w) kezdSkonfiguraciobol tobb lehetséges konfiguracio felé mehetiink, és
mindegyik konfiguracional tébb rakovetkezd konfiguracié lehetséges. Ily modon egy
Ko(w)-ban gyokereztetett fa irja le a gép lehetséges futésait.

Az w inputot pontosan akkor fogadja el a T nem-determinisztikus Turing-gép,
ha létezik ELFOGAD futésa, és elveti, ha minden futasa ELVET allapothoz vezet.

Definicié (Il. valtozat). Ebben az esetben egy plusz szalagunk lesz az input- és
munkaszalagok kozott, az tgynevezett tand/bizonyitas szalag. Ez a szalag csak
olvashato és a fej csak jobbra tud mozogni rajta. Az atmeneti fliggvényt ugyanugy
definialjuk, mint a determinisztikus esetben, és a futas is determinisztikus lesz, azaz
w és 7 (a tantszalag tartalma) egyértelmiien meghatéaroz egy konfiguraciosorozatot:

Ko = Ko(w,T) = K1 — Ko — ...

Az w-t pontosan akkor fogadja el egy nem-determinisztikus Turing-gép, ha van olyan
T tantszalag tartalom, amelyre a futdas ELFOGAD éllapotba keriil.

A két valtozatban egy lényeges kiilonbség, hogy az els6ben a nem-determinizmus
a futas soran ,,szétszort”, az utolso 1épés el6tt sem meghatarozott a végss allapot.
A masodik valtozatban a nem-determinizmus a 7 vélasztasaval jelentkezik. A futés
ezekutdn determinisztikus lesz.

Az aldbbiakban a nemdeterminisztikus szamitason alapuld nyelvosztalyokat ve-
zetjik be. A nem-determinizmus kétféle valtozata koziil barmelyikre alapozzuk de-
finicidinkat, ugyanahhoz a nyelvosztalyhoz jutunk.

Definicié. Az L nyelv nem-determinisztikus polinomialis idében eldonthetd, ha 1é-
tezik T nem-determinisztikus Turing-gép, amelyre
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1. L-et donti el,

2. van olyan ¢ € N, hogy minden w € >* inputra alkalmas 7 esetén

TIME(T,w,7) < |w|' + 1.

NP jeloli nem-determinisztikus polinomialis id6ében eldonthetd nyelvek osztéalyét.

Definicié. Az L nyelv nem-determinisztikus exponencialis idében eldonthets, ha
létezik T' nem-determinisztikus Turing-gép, amelyre

1. L-et donti el,
2. van olyan 7 € N, hogy minden w € >* inputra alkalmas 7 esetén

TIME(T,w,7) < 2"+,

NEXP jeloli nem-determinisztikus exponenciélis id6ben eldonthets nyelvek oszta-
lyat.

Definicié. Az L nyelv nem-determinisztikus logaritmikus tarban eldonthetd, ha van
olyan nem-determinisztikus Turing-gép, amelyre

1. L-et donti el,
2. van olyan ¢ € N, hogy minden w € >* inputra alkalmas 7 esetén
SPACE(T,w, 1) < ilog(|w|+ 1).
N L jeloli nem-determinisztikus logaritmikus tarban eldonthet6 nyelvek osztalyat.

Definicié. Az L nyelv nem-determinisztikus polinomiélis tarban eldonthets, ha van
olyan nem-determinisztikus Turing-gép, amelyre

1. L-et donti el,
2. van olyan ¢ € N, hogy minden w € ¥* inputra alkalmas 7 esetén
SPACE(T,w,7) < |w|" +1.

NPSPACE jeloli nem-determinisztikus polinomialis tarban eldonthets nyelvek osz-
talyat.

Definicié. Az L nyelv nem-determinisztikus exponencialis tarban eldonthets, ha
van olyan nem-determinisztikus Turing-gép, amelyre

1. L-et donti el,

2. van olyan 7 € N, hogy minden w € »* inputra alkalmas 7 esetén

SPACE(T,w,7) < 21"+,

NEXPSPACE jeloli nem-determinisztikus exponencialis tarban eldonthets nyelvek
osztalyat.
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Megjegyzés. Ismét megjegyezziik, hogy (a nem-determinizmus kétféle valtozatan
tal) az alapmodell kiilonféle megallpodasait hasznalva a definialt osztélyok nem
valtoznak.

* * *

Miért csak egy tanu esetén kivantuk meg az idg§ illetve tar korlatot? Szép fiigg-
vények esetén ez lényegtelen.

Definicié. A t(n) szép idd-fiigguény, ha van olyan T Turing-gép, amely minden
w € ¥" inputon pontosan t(n) lépés utan , LETELT” allapotba kertil.

A T Turing-gépre gondolhatunk gy, mint egy ,,6ra”, ami t(n) lépés utan ,,csorog”.

Definicié. Az s(n) szép tar-fiigguény, ha van olyan T" Turing-gép, amely minden
w € X" inputra a munkaszalag els§ s(n) mezGjébsl nem lép ki, és az s(n)-edik
mezére ,, VEGE” jelet ir. Ez a jel speciélis csak erre szolgal.

Azaz minden futés soran a specialis karakter leirasa kijelol egy s(n) hosszu kez-
dészeletét a munkaszalagnak, ami utan csak sztiz karakterek vannak.

Eszrevétel. A | baratsagos’ fiiggvények szépek, mint példaul n, n? (g), 2" s7ép
ido-fiiggvények, és [logn], n, n?°'! szép tar-fiiggvények.

3. Lemma. Ha t(n) szép idd-figguény, akkor annak a feltevése, hogy alkalmas
T-ra a futds legfeljebb t(n) hosszi, megegyezik azzal, hogy minden futds legfeljebb
t(n) + 2n + 2 hosszi.

Bizonyitas. Az inputot masoljuk at egy munkaszalagra, majd az input szemet és a
masolast végzé munka szemet is mozgassuk vissza a szalag elejére. Ehhez 2|w| + 2
lépés kellett. Ezekutan a nem-determinisztikus gépet és a t(n)-hez tartozo ,orat”
egyszerre/parhuzamosan szimuldljuk. Ha a szimulalas leéll, akkor ugyanazzal az
allapottal mi is ledllunk. Ha az 6ra ,,csorog” miel6tt a szimulacionak vége van,
akkor leallunk ELVET allapottal. Ugyanazt a nyelvet ismertiik fel. |

Megjegyzés. Igazabol az is kideriilt, hogy elég csak w € L esetén feltenni az idékor-
latot. Ha w ¢ L inputokra minden futas ,,hosszi” lenne, akkor a 6ra csorgése miatt
jutnank mindig ELVET allapotba (ahogy kell). Az is kideriilt, hogy a tanuszalag
tartalmabol csak az elsd t(n) karakter szamit. Hoszabb tantt nem tudunk elolvasni
az id6 korlaton beliil. Azaz NINCS ERTELME hosszabb tantival dolgozni.

Természetesen a tar esetén is igaz a megfelel6 lemma.

4. Lemma. Ha s(n) szép tar-figguény, akkor annak a feltevése, hogy alkalmas T-ra
a futds legfeljebb s(n) tdrat igényel, megegyezik azzal, hogy minden futds legfeljebb
s(n) tdrat igényel.

* * *

Ezekutan kibévithetjiik a korabban felirt osztalyok kozotti tartalmazas listét:
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NP C NEXP

Ul ul
P - EXP
Nl Nl
L C PSPACE C EXPSPACE
Nl Nl Nl
NL C NPSPACE C NEXPSPACE
Nl Nl

NP - NEXP
Ennél persze tobb Osszefiiggés is létezik. Ezek koziil tébbet jovs héten igazolunk.
Es persze joval tobb bonyolultsagi osztaly létezik. Néhannyal még talalkozunk.
A teljesség igénye azonban reménytelen. Akiket tobb osztaly érdekel az keressen ré
az interneten a ,,complexity zoo” kulcsszora.



