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1. Az alapfogalmak O6sszefoglalasa

Az algoritmus naiv fogalma: Egy eljaras, ami az adatok megkapasa utéan egy jol
definialt 1épéssort elvégezve megadja a probléma megoldasat. A feladatban szerepld
adatokat inputnak, az eredményt outputnak nevezziik.

Az algoritmikus probléma egy f : {input} — {output} fiiggvény.

Az informacié kodolasa: Az inputra, az outputra karaktersorozatként kell
gondolnunk. Fontos, hogy mindenki tudja mit jelentenek ezek a karaktersorozatok.
Hogy ezt elérjiik egy jol definialt modon kddolni kell {input} és {output} halmazok
elemeit.

Definicié. ¥ dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betik vagy karakterek
hivatkozunk.

¥* a 3 abécét hasznéalo véges hosszi sorozatok/szavak halmaza. e € ¥* a 0
hosszi tires-sz6.

Miutan megallapodtunk egy kédoldsban kapjuk az algoritmikus probléma matem-
atikailag pontos fogalmat:

Az algoritmikus probléma: Egy f: X" — ¥* fliggvény.

Ennek egy fontos esete a dintési probléma: f: ¥* — {0,1}. Ekkor csak ,egy
bit-et szdmolunk ki”. Ha értéke 1, akkor azt mondjuk,hogy az inputot elfogadjuk,
ha értéke 0, akkor az inputot elvetjiik. Ez azonosithaté >* egy L részhalmazaval:
L= f~1(1) C ©*. ¥* részhalmazait nyelveknek nevezziik.

Ha nem dontési probléméaval dolgozunk, akkor azt hangstlyozhatjuk tugy, hogy
szdmitasi problémaként hivatkozunk ra.

Az algoritmus formalis definiciéja: Turing-gép.

A Turing-gépnek sziiksége van egy ,térre”, ahol a szamitasat végzi. FErrdl a
térrél (és a Turing-gép t6bbi komponensérsl) sokféle megallapodast kothetiink. Az
alabbiakban néhény lehetGséget villantunk meg.

A szamitas tere lehet egy (1) homogén pozicidhalmaz vagy egy (2) strukturalt
pozicibhalmaz. ElGszor tekintsiik a struktiralatlan esetet.

(1): Ekkor pozicidink egy sorozatot alkotnak. A pozicid egy alternativ neve
»mezd”. Az eljaras alatt mindig a {p; };eny pozicidhalmaz tartalmai amit olvashatunk,
illetve feliilirhatunk. A poziciokra tgy gondolunk, mint egy négyzethalos papirbol
kivagott jobb iranyban végtelen (egy sor magas) szalagra. A szalag mez6k sorozata,
mely mez6k tartalma mindig egy-egy karakter. Az input kodoldsdhoz hasznalt X
abécé elemei mellett egy més I' véges abécé karaktereit irhatjuk a mezékbe. I' persze
tartalmazhatja ¥ elemeit is (altalaban gazdagabb mint a ).
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Kezdetben szalagunkra irjuk az inputot > és < jelek kozé. Az elsé egy bevésett
hatarolojel, a méasodik csak az input végének jelolésére szolgal. A bevésett ,szalag
eleje” karaktert nem tudjuk felirni. Ez nem engedi, hogy szemiink lekeriiljon a
szalagrol. Minden més hely a munkank lehetséges helye.

Ez utan kezdiink a munkahoz. A szalaghoz egy ,szemmel” és egy ,tollat tarto
kézzel” kapcsolodik a Turing-gép. A szem és toll mindig ugyanazon mezdére iranyul,
egy mezd .felett” van. A Turing-gép érdemi munkat végzs, ,,gondolkodd” részét egy
,fejnek” gondoljuk. A tollal feliilirhatjuk a nézett mezdén 1évs karaktert. Akar az
input karaktereire is rairhatunk 4j informéaciot, ha ezt tgy gondoljuk.

Ha a fenti vazolt megallapodast kotjiik, akkor egy-szalagos modellrdl beszéliink.
Egy alternativa, hogy szalagunk pozicié mindkét iranyban a végtelenbe futnak, azaz
pozicioink egy {p;}icz halmazt alkotnak.

(2): Egy maésik megallapodas/lehetéség amikor a szamitas helye strukturalt.
El6szor azt a lehet&séget emlitjiik, amelyiket legtobbszor fogjuk hasznalni.

Ekkor a szamitas helye harom szalagra van felosztva (mindegyik egy irdnyban
(jobbra) végtelen sorozata mezdknek). Neviik inputszalag, munkaszalag és output-
szalag.

Az inputszalaghoz tartozik egy szem, a munkaszalaghoz egy szem és egy tollat
tarto kéz, az outputszalaghoz egy tollat tarto kéz. Tehat az inputszalagot (amely
kezdeti tartalma az input karaktersorozat > és < jelek kozott) csak olvashatjuk.
A munkaszalag kezdeti tartalma egy > karakter, majd iires/sziiz jelet tartalmazo
mezGk. A szalag eleje” jelet nem irhatjuk feliill. A tobbi mezd6 tartalmat I' munka-
abécé elemeivel irjuk fel. Ha a mez6 t tartalmat nem akarjuk felirni, akkor ¢-vel
(eredeti tartalméval) irjuk feliil. Feltessziik, hogy a ,sziz mez&” karakter nincs
[-ban. I-ban lehet egy ,lires-mez§”’ karakter (ezt a jelet értelmezhetjik ugy is,
hogy a kéz elhaladt felette, ,csak” egy szinte lathatatlan karcolast ejtett rajta).
Tehét a kiils6 szemléls is lathatja milyen mezdk felett nem haladt még el a fej. Az
outputszalag csak az output leirasira szolgal. Az azt ir6 kéz vagy egy iires mezé
felett all, vagy jobbra mozoghat. Minden mozgas el6tt az outputszalag aktualis
mezGjét felilirjuk 3 (az output kodolasara hasznalt abécé) egy karakterével. Ha
ezekkel a megallapodésokkal éliink, akkor a standard modellrdl beszéliink.

Alternativ lehetségek: A munkaszalag lehet két iranyba végtelen szalag. A
munkaszalag lehet két dimenziés (mint egy négyzethalos papir). Lehet k darab
munkaszalag, ahol k (egy az inputtol nem fiiggs pozitiv egész). Ekkor a fej munka-
tertiletre iranyuld szem/toll komponense is k-szorozva van. Ez utobbi esetben k-
szalagos Turing-géprdl beszéliink (k > 1). Tehat egy k-szalagos Turing-gépnek 1+ k
szeme és k + 1 keze van, a szemek az inputszalag egy mez&je és a munkaszalagok
egy-egy mezdje felett vannak. A munkaszalagok ezen egy-egy mezGje felett van az
els6 k kéz, amelyeken til egy tovabbi kéz az outputszalag felett van.

Ha a fentiekben definialt komponenseit leirjuk a Turing-gépnek, akkor azt latjuk,
hogy a szalagok mely pozicioi feltt vannak a szemek/kezek és mik az egyes mez6k
tartalmai. Az igy lefrt helyzetre ugy gondolhatunk mint a Turing-géprél egy pil-
lanatnyi féenykép felvételre.

A fejnek minden pillanatban van egy allapota, mely egy S véges allapothalmazbol
keriil ki.

Definicié. Egy T Turing-gép egy pillanatnyi fényképe és a hozzatartozo allapot a
T gép egy konfigurdcioja.
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A Turing-gép ,lelke” az atmenetifiiggvény, amely megmondja, hogy egy kon-
figuraciobol a gép hogyan keriil a kovetkezébe. A valtozas csak a lokalisan latott
tartalomtol (a szemek &ltal latott karakterek és az az allapot, amiben a gép van). Az
atmeneti fliggvény ez alapjan irja le, hogy a szemek/kezek hogyan mozogjanak. Ez
a mozgas diszkrét folytonos, azaz minden lépés egy mezényi lépést vagy maradast
jelent. A mozgas el6tt, ahol lehet feliiliras torténik (az input és a hatarold karak-
terek nem irhatok feliil). Ezenkiviil az atmenetifiiggvény el6irja az 4j konfiguracio
allapotat.

A fenti leiras sok (rejtett) feltételt ir elg. Példaul ha a gép a > hatarolojelen all,
akkor a balra 1épés nem megengedett, az output kéz nem mozoghat jobbra.

Megjegyzés. A S véges allapothalmaz lehet struktiralt, mondjuk egy direktszorzat.
Ekkor az els6 komponens tartalmazhat egy informaciot az inputszalagrol, a masodik
komponens pedig a munkaszalagra vonakoz6 informéaciot tartalmazhat. Egy jellemzs
példa az allapotra: ,Megyek az inputszalag elejére, kozben szdmolom a 1épéseket a
munkaszalagon”.

Az algoritmus statikus leirasa mellett van egy dinamikus szemlélet is.

Definicid. Legyen ro(w) az w input melletti kiindulé konfiguracié: Ebben az allapot
egy STARTE S nevi speciélis allapot. A kiindul6é konfiguracioban a fejek az elsé
mezdk (a baloldali hatarolojelek) felett vannak. A munka és output mezsk tartalma
a hatarolo jelek utan kovetkez6 minden mezdénél a sziiz karakter. Az inputszalagon
w van leirva.

Az f atmeneti fiiggvény alapjan megadhato egy rakovetkezd konfiguracio, majd
ennek rakovetkezdje és igy tovabb. Egy w-t6l fliggd konfiguracidsorozatot definialunk:

Ko(W) ™KL~y oo VR L

Ezt nevezziik T' futéasanak w-n.

Szamitasi feladatoknal sziikség van egy STOP€ S allapotra is. Ha x;-ben STOP
allapotba jutottunk, akkor a ,futés leall”. Tehat a végtelen konfiguracié soroza-
tot végessé tessziik tgy, hogy az els§ olyan konfiguracional, ahol az allapot STOP
megéllunk, a tovabbi konfiguraciokat elhagyjuk. Az ekkori outputszalag-tartalom,
az outputszalagra eddig kiirt értékek szolgaltatjak a szamitas végeredményét. Ter-
mészetesen igy is elképzelhetd, hogy egy futas végtelen, azaz sose keriil olyan kon-
figurécioba, ahol STOP az allapot.

Dontési feladatnél egy alternativ megallapodéssal éliink: STOP allapot helyett
ELFOGAD és ELVETe S allapotok vannak (ekkor nincs is sziikség outputszalagra).
A szavak természetessé teszik a megallapodas formalizalasat.

Definicié. L. C ¥* nyelv kiszamithat6/eldonthets, ha van olyan Turing-gép, ame-
lynek minden w € L input esetén futdsa ELFOGAD allapottal tér véget, mig minden
w ¢ L input esetén futasa ELVET allapottal tér véget.

Specialisan egy nyelvet elfogadé Turing-gép, egy feladatot kiszamité Turing-gép
minden inputon megall, azaz minden input esetén a futasa véges.

Megjegyzés. Az, hogy létezik egy L nyelvet eldonté T Turing-gép az azt jelenti,
hogy megvalaszthatjuk gy a k szalagszamot, I' munkaabécét, S allapothalmazt,
tovabba leirhatunk egy f atmeneti fliggvényt, ami altal leirt 7" Turing-gép a fentiek
alapjan eldonti L-et.
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2. Az algoritmus fogalmanak kialakulasa

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szédzad elsé harmadéaban alakult ki. Egyik
0sztonzdje Hilbert nevezetes problémai koziil a tizedik. Ebben azt kérdezte, hogy:
Van-e olyan algoritmus, ami egy adott egészegyiitthatés polinomrol eldonti, hogy
van-e egész gyoke. Kés6bb kideriilt, a valasz: nem. Ennek bizonyitdsa mar nem
képzelhet§ el az algoritmus fogalménak tisztazésa nélkiil.

Mivel az algoritmus/eljaras fogalmak mélyen gyokereznek az emberiség torténe-
tében ezért matematikai megfelelGjiik kialakitasa filozofikus kérdéseket vetnek fel.
Nem lehet egy leegyszertisitett fogalomra azt mondani, hogy ez a matematikai algo-
ritmus. A XX. szazad elsG felében tobb évtizedes munka eredménye, hogy a ma is
elfogadott fogalom kialakult.

Az els6 matematikus aki kimondta, hogy & a korrekt definiciot adta meg, az
Alonso Church volt. Az 1935-6s bejelentését Church-tézisként hivatkozzak. FEzek
utéan is tobb évig tartott, amig altalanosan elfogadotta valt. FEzen id6 folyamén
tobb mésik, parhuzamosan kifejlesztett fogalommal val6 ekvivalenciaja is bizonyitott
lett. Az elfogadottssaganak kialakulasidban donté szerepe volt Alan Turing fent
ismertett fogalmanak és annak a ténynek, hogy Church eredeti kiszamithatosag
fogalma ekvivalens ezzel.

3. A modell szerepe

Felmeriil, hogy a fenti definicibban igen sok esetleges megallapodas szerepel. Mi-
lyen szerepiik van ezeknek a megallapodasoknak? A kérdésre nem lehet egyértelmi
véalaszt adni. Igazédbol tobbféle valasz is van, amelyeknek van matematikai alapjuk.

L

A modell nem kézponti. Modelliink mindegyik valtozatara alapithato egy kisza-
mithatosag/eldonthetdség fogalom. Mindegyik médon ugyanahhoz a fogalomhoz
jutunk. Késsbb is latunk hasonlo (s6t a fentinél erésebb) jelenséget. Ha a futési
id6 fogalméat bevezetjiik és csak annak nagysagrendje érdekel, akkor példaul vizsgal-
hatjuk a polinomialis idében eldonthetd problémak osztélyat. Ez sem fog fliggeni a
megéllapodésainktol. Ezeket a tapasztalatokat tgy fogalmazzak meg, hogy a foga-
lom robosztusos.

II.

A modell mégis szamit. Erre egy példat adunk. Egy konkrét nyelv eldontését

vizsgaljuk meg két kiilonb6z6 modellben.

Definicié. Legyen

PALINDROM = {w = w1, ...w, : ahol w; = w,11_4

minden i € {1,2,...,n} esetén}
a palindrom szavak nyelve.

Tehéat dontési problémaval allunk szemben. Adott egy szo, el kell donteniink,
hogy el6lrél és hatulrél olvasva ugyanazt olvasuk-e.

II.a. A STANDARD Modell
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Itt egy inputszalag és egy munkaszalag van. Dontési problémahoz nem kell out-
putszalag, ezt az S allapothalmaznak ELVET és az ELFOGAD eleme helyettesiti.
Egy Turing-gép algoritmust vézolunk. Ennek soran elmondjuk, hogyan néznek
ki a Turing-géprsl készitett pillanatfelvételek és szeemzgetiink az allapothalmazbol.
Az allapothalmaz legyen

S = {START, MASOLOK, MASOLAS-KESZ, INPUTFEJ-ELORE,
ELOL-VAGYOK, TESZT, ELFOGAD, ELVET}.

A START éallapotbol egyet jobbra lép az input szem és a munka szem /kéz (mind-
kettd a szalaghatarol6 jel uani els mezd felett lesz), tovabba a gép a MASOLOK
allapotba jut. Amig ez lesz az allapot a gép atméasolja az inputot a munkaszalagra.
Kozben a két szem (ezzel egyiitt egy kéz) folyamatosan jobbra mozog. Ez akkor
all le, amikor az inputszalagon az <1 jel nem olvashato (MASOLAS-KESZ allapot).
Ebbdl mindkét szem balra egyet 1ép (a munka szem/kéz az dtmasolt sorozat utolso
karaktere felett lesz), tovabbéa az INPUTFEJ-ELORE allapotba jut a gép. Ekkor a
munkaszalag felett a szem /kéz mozdulatlan, az inputszalag feletti szem folyamatosan
jobbra mozog. Egész addig, amig a > jelet nem latja (ELOL-VAGYOK allapot). In-
nen TESZT allapotba jut a gép az input szem eggyel jobbra mozgatasa utan (ekkor
az input szem az input elsé karaktere f6lé keriil, kozben az output szem az atmésolt
input utolso karaktere felett maradt végig). A TESZT allapotban mindig ellenérzi
a gép, hogy a két szem ugyanazt latja-e. Ha valamikor ez nem teljesiil, akkor EL-
VET allapotba jut, kiilénben az input szem egyet jobbra, a munka szem egyet balra
mozdul. Ez addig torténik, amig az input szem az input végét jelzé karaktert nem
latja (ekkor sziikségszert, hogy a munka szem a munkaszalag kezdetét jelz6 karakter
felett legyen). Ha ez megtorténik, akkor a gép ELFOGAD allapotba keriil.

Minden w inputra a futas hossza legfeljebb 3(n + 1) = 3|w| + 3 = O(|w|), ahol
n = |wl, és az O (olvasd ,nagy ordd”) egy fels becslést jeldl rejtett szorzo és additiv
konstanssal.

Definicié. T Turing-gép idgigénye egy w € ¥* inputon TIME(w; T) = ¢, mely egy
,csonkitott” konfiguraciosorozat hossza (azaz a konfiguraciok végtelen sorozatédban
megallunk az els6 olyannal, amelyben az allapot a szamitas végét jelzi). Ekkor a
futas {r;}i_,, azaz az (-edik konfiguracioban keriil a gép elgszor STOP vagy dontési
feladatnal ELFOGAD/ELVET allapotokba.

Koréabbi megéllapitaunk az 1j jel6léssel kimondva

Minden w € ¥* esetén TIME(w;T) = O(|w|), ahol T a fenti ismertetett, a
PALINDROM nyelvet elfogad6 gép.

Ez az eredmény a nagysagrend szempontjabol éles. Pontosabban minden PA-
LINDROM-ot kiszamité T Turing-gépre, van olyan w input, amin 7" futésa legaldbb
|w| hosszt. Feltéve, hogy 0 € ¥ # {0} a 0" (n darab 0 karakter) esetén a gépnek el
kell ezt fogadni, de ezt nem teheti meg az utolsd karakter elovasasa nélkiil. Ehhez
viszont legalabb n darab jobbra lépést kell tennie.

IL.a. Az egy szalagos Modell

Most egy szalag van, ami egyben input- és munkaszalag is.
Elészor egy algoritmust /7" Turing-gépet adunk. Az egyszertiség kedvéért feltessziik,
hogy ¥ = {0,1}. A munkadbécé legyen I' = {0,1,0¥,1"}.
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A kovetkez6 allapothalmazzal dolgozunk:

S = {START, ELOLPIPAL, HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1,
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST, HATULPIPAL,
ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0-MOST,
ELOL-TESZT-1-MOST, ELFOGAD, ELVET}.

START allapotboél egyet jobbra lép a szem/kéz (most egyetlen ilyeniink van) és
ELOLPIPAL &llapotba keriil. Ebben az allapotban feliilirja a latott karaktert: O-
t 0¥-re ir at, l-re 1¥-et ir ra. A latott karakter alapjan HATUL-TESZT-0 vagy
HATUL-TESZT-1 allapotba keriil és elindul jobbra. Elmegy az utolsé pipalatlan
karakterhez. Persze ezt olvasdskor nem érzékeli, egyet til kell mennie. Ha < vagy
pipalt karaktert lat, akkor balra (vissza)lép egyet és korabbi allapotanak megfelelGen
HATUL-TESZT-0-MOST vagy HATUL-TESZT-1-MOST allapotba keriil. Ha a la-
tott karakter nem egyezik meg az ,,emlékezett” karakterral, akkor ELVET allapottal
megall a gép. Ha a latott karakter megegyezik az ,,emlékezett” karakterral, akkor az
input atment a teszten, balra 1ép a gép, HATUL-PIPALOK allapotba keriil, majd
tirja az ott latott 0-t 0¥-re, illetve az ott latott 1-t 1V-re. A kipipalt karakter
alapjan ELOL-TESZT-0 vagy ELOL-TESZT-1 allapotban balra mozog a szem /kéz
és megkeresi az ttjaba keriils elsé pipa (az utoljara ELOL-PIPALOK allapotban
kipipalt karakter) utani mez6t és az itt latott karaktert teszteli, ahogy hatul tette.
A részletek kidolgozasat (igazabol az atmeneti fliggvény tisztazasat), specidlisan az
ELFOGAD allapotba jutas feltételének leirasat az érdekl6dd didkok befejezhetik.

Kénnyti latni, hogy minden w inputon a fenti gép futdasa O(|w|?) Ha w egy palin-
drom sz6, akkor a fenti 7" gép futdsanak hosszat konnyen kiszamithatjuk és ennek
nagysigrendje |w|? lesz. A konstansokat nem szamoltuk ki. Lényegtelen is, az l-
lapotok szdméanak novelésével a futasi id§ csokkenthets. Példaul hasznalhatnéank a
HATUL-TESZT-000, HATUL-TESZT-001, HATUL-TESZT-010, HATUL-TESZT-
011, HATUL-TESZT-100, HATUL-TESZT-101, HATUL-TESZT-110, HATUL-TESZT-
111 allapotokat input bitek harmasainak egyiittes tetszetlésére és kevesebbet kellene
ningaznia” a gépnek. Ennek ellenére a nagysagrend nem javithato.

1. Teétel. Minden PALINDROM nyelvet kiszdmito T egy-szalagos Turing-gép (!!)
esetén van olyan cp > 0 konstans és minden n inputmérethez van olyan w € X",

hogy
TIME(w;T) > cp - n?

teljestiljon.

Bizonyitds. Néhany terminologia bevezetésével kezdjiik. Két szomszédos mezd kozos
hatarat ajténak nevezzikk. Egy a ajto az a~, téle balra és a™, t6le jobbra léve
mezdket valasztja el. Ha a fej athalad az ajton, akkor a mozgasa kétféle lehet: .,
odairany vagy ", visszairany.

Egy T Turing-gép w inputon val6 futasa minden ajtéhoz hozzarendel egy allapot-
sorozatot, amely azokat az allapotokat sorolja fel sorrendben, amelyekben a fej volt
az athaladasok soran. Legyenek ezek az allapotok: o(a;w) = (s1, S, s3, - - .).

Megjegyzés. A mozgas iranyat nem kell kiilon szamon tartani, mert ezt tudjuk
plusz informaci6 nélkiil is: az elsg athaladas ~, amellyel kezdve a mozgasok/athala-
désok irdnya alternal.
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Legyen a egy ajto, amely az n hosszii inputok két szomszédos karakterét valasztja
el. Legyen w,w’ € X" két n hosszt input. Mindkét inputnak van az a ajtohoz tartozo
allapotsorozata: o(a;w) és o(a;w’). Legyen W = wl|,w’ az az input, amely a ajto
el6tti része w-bol, az a ajté utani része w’-bol adodik.

Eszrevétel. Ha o(a;w) = o(a;w'), akkor T futdsa az & = w|,w’ inputon ,,0sszerak-
haté” T-nek w-n, illetve w'-n vald futédsabol.

Valoban. A futéshoz ismerni kell a szem /kéz mozgasat, az allapotok sorozatat és
az atirasok pozicidinak, az atirt karaktereknek sorozatat. Az a ajtotol balra tortént
dolgok ugyanazok lesznek, amit az w-n térténd futasban latunk. Az a ajtotol jobbra
tortént dolgok ugyanazok lesznek, amit az w’-n torténd futasban latunk.

Ezt formalisan teljes indukcidval lathatjuk be a konfiguraciésorozat indexére
vonatkozolag. A lényeg, hogy az atmeneti fliggvény gy szabélyozza a gépet, hogy
més helyen, mas id6ben tortént eseményekrél csak az allapot révén emlékezhet a
gép. A o(a;w) = o(a;w’) feltevés alapjan az a ajtotol balra a gép az 0 = wlw’
input mellett mindig ugyanazt latja, amit az w inputon latna. Mig az a ajtotol
jobbra a gép az w = w|,w’ input mellett mindig ugyanazt latja, amit az w’ inputon
latna.

2. Kovetkezmény. Ha o(a;w) = o(a;w’) és T fuldsa w-n és w'-n is elfogadd, akkor
az @ = w|w' inputon is elfogado.

Azaz ha w és W' palindrom inputokra o(a;w) = o(a;w’), akkor © = w|wW' is
palindrom.

Példaul w = 101|110011101 és w’ = 101|010010101 esetén w|,w’ = 101010010101

Mostantoél kezdve a technikai részleteket egyszertsits 3|n feltétellel éliink! Legyen

IQ = {wo()"/gao TWwo € Zn/S}

Nyilvan Iy ¢ PALINDROM, tovabba |Iy| = |S]™/3.

Ha a a kozéps6 (n/3 darab) karaktert hatarolo egyik ajto, akkor azt ,kozépss
ajtonak” nevezziik.

wo, Wy € ¥/3 ket KULONBOZO karaktersorozatokhoz tartozo Io-beli wOO"/?’EO
és W' = whon/ 35; (elfogadandd) inputokra és a kozépss ajtora w|,w’ biztos NEM
palindrom. Igy kapjuk a kovetkezs fontos észrevételt.

Eszrevétel. Legyen w # w' € I és egy a kozépss ajto. Ekkor o(a;w) # a(a;w’).

A fenti észrevétel ad szamunkra |X|"/? kiilonboz6 w inputot, amelyre a o(a;w)
sorozatok kiilonb6zék minden a kozépss ajtora.

Eszrevétel. A 0 hosszu allapotsorozatok szama 1. Az egy hosszu allapotsorozatok
szama |S|. A kett6 hosszi allapotsorozatok szama |S|?. Az x hosszi allapotsoroza-
tok szdma |S|*. A legfeljebb z hosszi dllapotsorozatok szama 1+|S|+|S|*+. . .+|S|*.
Ez ut6bbi szam pontosan (|S|**! — 1)/(]S| — 1), ami koénnyen becsiilhets feliilrsl
|S|*-nel.

3. Kovetkezmény. Ha x olyan, hogy |S|** < |Iy|/2, akkor Iy elemeinek legaldbb
fele olyan, hogy a hozzd tartozd o(a;w) sorozat hosszabb mint x, minden kozépsd
ajtora.
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Fontos észrevenni, hogy x valaszthato tgy, hogy teljesitse a fenti feltételt és
kozben x > (1 -n. A tovabbiakban x értékét SBr - n-nek vessziik.

Legyen N, azon ,nehéz” Iy-beli inputok halmaza, amelyeken T futasa olyan, hogy
legaldbb z-szer athalad az a ajton.

Ekkor
Y TIMEWT)=> Y o(ww)|= > Y lo(aw)|>
welp w€lp a kozépss ajtod a kozépsé ajto wely
> > Dje@w)= > D a>
a kozéps6 ajtéo weN, a kozéps6 ajto weN,
n n |1
S S L ARSI AR

a kozépss ajto

Mindkét oldalt |Io|-mal osztva kapjuk, hogy az Iy-beli inputok atlagos futési ideje
legalabb Z- . 2. Ez az allitast igazolja. [ |
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