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PDP ereje

Az Osszeszamlalasi problémak bonyolultsaganak targyalasat azzal zéarjuk, hogy a
paritasi probléma (habar bizonyos értelemben kénnyebb mint az éaltaldnos Gssze-
szamlalas) mégis nehéz.

1. Tétel (Valiant—Vazirani-tétel).
NP C RP”

Bizonyitds. A bizonyitando szerint egy RP algoritmus minden NP problémat meg-
tud oldani, ha egy &P -beli orakulunokhoz hozzaférhet. Persze tudjuk, hogy ele-
gendd 35S AT-ot megoldani és &P ereje benne rejlik S AT-ban, azaz abban a prob-
lémaban, hogy adott ¢ 3SAT probléma kielégits értékeléseinek szama paros-e vagy
paratlan.

Az allitasnal erGsebb tételt igazolunk. 35 AT-ot gy oldjuk meg, hogy egy olyan
orakulumot hasznélunk, ami egy adott ¢ problémara megmondja, hogy nem kielégit-
hetd, illetve egyetlen kielégité értékelése van. Amennyiben kielégits értékeléseinek
szdma t6bb mint egy, akkor outputja tetszéleges lehet. Ezen probléma neve USAT.
Nyilvan kénnyebb mint ®SAT. (Egy ®SAT-ot megvalaszold ordkulum egyben egy
USAT orédkulum is. Persze a ®@SAT és az USAT ordkulum igen vélasza garantalja,
hogy a kérdezett formula kielégithetd.)

Az RP algoritmus 35 AT megoldasara egyszert:

0) p? kérdést tesszikk fel az USAT ordkulumhoz. Ha elfogadja, akkor
ledllunk: ¢ kielégithetd.

1) Véletelen valtozd halmazt generdlunk: R; és egy véletlen paritést

m (1/2 valésziniséggel paros, 1/2 valdsziniiséggel paratlan). Legyen T}
az a teszt, amelyen egy értékadas akkor megy at, ha az [j-be esd koor-
dindtai kozt az 1 értéket felvevdk szamanak paritasa m;. Majd (p-t ki-
élegitd és Tj-et teljesitl értékadas)? kérdést tesszik fel az USAT ora-
kulumhoz (ez megfogalmazhatd 3SAT alakban). Ha elfogadja, akkor leal-
lunk: ¢ kielégithetéd.

i)1=2,3,...,n+ 2. Ujabb véltelen valtozd halmazt (R;) generdlunk és
egy Ujabb 7; véletlen paritast. Ezaltal lesz egy Gjabb 7; tesztiink: egy
értékadas akkor megy at a teszten, ha az R;-be esd 1-es komponenseinek
szama 7; paritasi. (p teljesiil és az értékadas a Ty, k=1,2,...,7 tesz-
tek mindegyikén Aatmegy)? kérdést tessziik fel az USAT ordkulumhoz (ez
megfogalmazhaté 3SAT alakban). Ha elfogadja, akkor ledllunk: ¢ kielé-
githetd.
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STOP) Ha mindig nemleges valaszt kapunk az orakulumtél, akkor VALO-
SZINULEG-ROSSZ &llapottal &llunk le.

Nyilvan csak akkor hibazhatunk, ha I, = {z : p(x) = 1} nem iires és nem egy-
elemd. Ekkor alkalmas k (természetesen n-nél, a valtozok szamanal nem nagyobb)
pozitiv egészre 2871 < || < 2%,

Az alabbi lemma alapjan — a hibézasi valoszintiség standard javitési technikajat
alkalmazva — készen vagyunk.

2. Lemma. Legyen I C {0,1}", amelyre 281 < |I| < 2%. Legyenek Ry, R, ..., Rp1
véletlen vdltozd /koordindta halmazok, my,ms, ..., mpr1 véletlen paritasok. Legyen I,
azon I-beli vektorok halmaza, amelyek oT,T+2,...,Ty tesztek mindegyikén dtmen-

nek. (1 > DIy D...D Iyy1.) Ekkor

7
PI, Iy, ..., Iyi1 egyike se 1 elemd] < S

Legyen x € {0,1}" tetszbleges vektor. Legyen y az z-t6l kiilonboz6 vektor. Azt
mondjuk, hogy R; megkiilonbozteti 6ket, ha az R;-be es6 komponensei kozt az egye-
sek szamanak paritasa kiilonboz6. (Azaz a T; teszten kiilonbozéképpen teljesitenek.
Azaz azon koordinatédk halmazat, ahol x és y kiilonbozik (ez nem-iires halmaz) az
R; paratlan sok elemben metszi.) Ezen esemény valoszintisége 1/2.

Legyen most = az I halmaz egy eleme. Annak a valoszintsége, hogy egyik T;
teszt sem kiilonbozteti meg z-et egy tole kiilonbozs y I-beli elemtél az 1/251. A kii-
16nb6z6 I-beli y-okra véve ezen eseményeket 1/2-nél kisebb valoszintiségi eseményt
fedhetnek le. Legyen E, az az esemény, hogy x teljesitménysorozata a teljes {Ti}f;rll
tesztsorozaton ,egyedi”. Ekkor P[E,] > 1/2. Az eddigi valoszintiségek csak az R;
véletlen vatlozohalmaztol fiiggtek, fiiggetlenek a m;-ktdl.

Legyen x tetszéleges eleme I-nek. Annak a valoszintisége, hogy atmegy a T; tesz-
ten 1/2 (akar tudva, hogy mi lett a véletlen R; halmaz). Legyen S, az a valésziniiség,
hogy = mind a k + 1 tesztet ,,tléli”, azaz v € I ,,. Ekkor P[S,] = 1/2**1.

A z vektor egyedisége és tulélése fiiggetlen események (egyediség nem fiigg a m;
paritasoktol, a tilélés eseménye pedig lényegében a paritasoktol fiigg). Igy

1 1 1
Plli1 = {z}] = P[E: A Si] = P[E,] - P[S:] > 5 okil ~ gkia
Azaz
ko1 L 1
Pl il = 1] = PVacrlin = {2}] = 3 Pl = ()] 2 2 o > o
xel
felhasznalva, hogy Ij1 = {x} események diszjunktak.
Ez pedig a lemma allitasa, amibdl kovetkezik a tétel. |

Parhuzamos szamitasok, NC

Az alabbi nyelvosztaly bevezetésének motivacioja, hogy a hatékonyan parhuzamosan
kiszamithat6/eldonthetd problémék fogalmat szerették volna leirni. A definicioban
a P nyelvosztalynak uniform halézatsorozattal valo leirasahoz adunk tovabbi felté-
teleket.

13-2



Definicié. Legyen NC azon L nyelvek osztalya, amihez létezik LP™ C {0, 1}* binaris
kodolas és {C} }ren halozatsorozat, amelyre

e Adott w input esetén, a méretéhez tartozo Cy halozat L£-ben megkonstrualhato,
o {C}}reny mérete polinomialis,

o {C)}reny mélysége polilogaritmikus,

e w € {0,1}" akkor és csak akkor van L’™-ben, ha C,(w) = 1.

Az NC osztaly finomithato, az alapjan hogy a halozatsorozat mélységsorozata
log n milyen fokd polinomjaval becstilhetd.

Definicié. Legyen NC' azon L € NC nyelvek osztalya, amihez az NC-hez tarto-
zést bizonyito L™ C {0, 1}* binaris kodolas és {Cy }ren hélozatsorozat olyan, hogy
{Ck }ren mélységére alkalmas «, § konstansokkal alog' k + [ alaku fels6 becslés ad-
hato.

A bevezetett NC osztalyrol az elsé fontos eredményeket Nick Pippinger bizo-
nyitotta. Ennek alapjan javasoltak, hogy az osztaly legyen ,,Nick osztalya”, angolul
Nick’s Class. Innen ered az NC elnevezés.

Az 1j osztéaly viszonyat a korabbiakhoz az alabbi tételben foglaljuk Gssze.

3. Tétel.
NC*cLcNLCNCPCNCCP.

Bizonyitasat az érdekl6dé olvasora bizzuk.

Természetesen, ha a hélozatainkat tobb output kapuval latjuk el, akkor a megfele-
16 kiszamitasi feladatok osztalyait is definialhatnank. Ezeket f-NC, illetve f-AC'-vel
jeloljiik.

Néhéany példaval (esetiinkben éppen kiszamitési feladatokkal) mutatjuk az osz-
talyunk erejét.

Példa. Az 6sszeadas, kivonas f-ANC-be esik.

Példa. Az Gsszeadas, kivonas (szamaink legyenek binaris szamrendszerben kodolva)
f-N'C*-be esik.
Egy bizonyit6 halozat tervezét az érdekl6ds olvasora bizzuk.

Példa. n darab n-bites szam 6sszeadasa f-A/C'-be esik.

Szamainkat csoportositsuk hérmas csoportokba. Az egy csoportba es§ harom
szam adott helyiértékd harom szamjegyének osszege 0,1,2 vagy 3. Igy két bit
yhatasa” lesz: a sajathelyi értékére hat, illetve maradékot szolgaltat(hat) az eggyel
nagyobb helyiértékhez. A hivatkozott bitek mindegyik harom masiktol fiigg, kons-
tans mélységben kiszamolhatd. A két hatéast kiilon kezelve két (n + 1)-bites szam
Osszeadasaval helyettesithets az eredeti harmas 0sszeg. Rekurziven hasznalva az 6t-
elete (iteralva) egy logaritmikus méretii halozat két szam Osszeadéasara vezeti vissza
a kérdést, ami logaritmikus méretben megoldhato.

Példa. Egy n x n méretd n-bites szamokat tartalmazo matrix nyoménak (f6atlojara
esé elemeinek osszege) kiszamolasa f-N'C'-be esik.
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Megjegyezziik, hogy a nyom egy fontos paramétere a méatrixoknak. Egyik al-
ternativ leirasa, hogy a sajatértékeinek Osszege. Altalaban a sajatértékek komplex
szamok és kiszamitasuk sok kérdést vet fel. Osszegiik kiszdmolésa azonban trivialis.

Példa. Két darab n-bites szam szorzasa f-N'C'-be esik.
Az el6z6 példa és a standard szorzési eljaras alapjan nyilvanvalo.

Példa. Két darab n x n méretii n-bites szamokat tartalmazé métrix szorzéasa f-NC'-
be esik.

n? darab a;;aj; alaka szorzatot kell kiszamolni. Ezt halézatunk ugyanazon mély-
ségében (az input felett logaritmikus magassédgban) megtorténik. Azaz parhuzamo-
san megtehets. Majd n tagu 6sszegeket szamolunk ki, ami a korabbi triikkel szintén
logaritmikus mélységben megtehetd.

4. Lemma. Legyen M egy n X n méretd mdtriz. Ekkor az M, M?* M3, ... M"
mdtriz hatvanyok f-N'C*-ben kiszamolhatdk.

Bizonyitds. A hatvanyozéast tobb fazisban végezziik el. M2, majd M3, M*, majd
M5, MS M7, M8 kiszamitasa torténik és igy tovabb. Minden fazisban az egyes mat-
rixhatvanyok parhuzamosan (a halézat ugyanazon mélységében) torténnek és csak
két korabban mar kiszamolt métrixhatvany Osszeszorzasat kivanjak. Az n-edik hat-
vany eléréséhez a fazisok szama logaritmikus, egy fazis megvaldsitasahoz is logarit-
mikus mélység kell. Igy halozatunk mélysége log? nagysagrendd. [ |

Ezen egyszerd parhuzamos maéatrixhatvanyozasi triikknek két kovetkezményét is
megemlitjiik.

5. Kovetkezmény. Legyen M eqy also trianguldris mdtriz. tegyik fel, hogy a fédtlon
nem-nulla elemek vannak, azaz létezik inverze. Ekkor az M~ inverzmdtriz f-NC?-
ben kiszdmolhato.

Bizonyitds. Egyszerd meggondolni, hogy M

a; 0 - 0 1 0O --- 0
0 a -+ 0 fog 1 -+ 0
0O 0 --- « [T TR |

alakban irhato fel és igy elég meggondolni, hogy az inverz hogyan szamolhato ki, ha
a f6atlon csupa 1-esek szerepelnek, azaz M = I — M. Ez a korabbiak és a kovetkezd
képlet alapjan konnyen megtehets:

(I —My)™ ' =T+ My+M+...+ M7

(Ne feljtsiik el, hogy M, f6atlojan és felette mar csak 0-k szerepelnek. Igy a M
métrixban a f6atlo mellett, az alatta kovetkez6 i — 1 darab atlon is csak 0-k lesznek.
Specidlisan azaz My = M} = ... =0.) [ |

6. Kovetkezmény. Legyen M eqy természetes szamokat tartalmazé n x n méretd
madtriz. Sajdtértékei legyenek Ay, Aa, ..., A\n. Ekkor ezen szdmok hatvanydsszeget,
Newton-szimmetrikuspolinomjai:

f-NC?-ben kiszamolhatdk.
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Bizonyitds. M? sajatértékei Ao, A ... Al Igy a sajatertékek i-edik hatvanydssze-
gének kiszamitasahoz M? nyomanak kiszamitésa sziikséges. Ez kiilonbozs i-kre par-
huzamosan megtehetd (miutdn M hatvanyai kiszamitottak). [

Kovetkezményeinknek érdekes kovetkezményei vannak, ha a kévetkezs szimmet-
rikus polinomokra vonatkozé alaperedményt ismerjiik. Ehhez egy definiciéra van
sziikségiink.

Definicié. Legyen FE; az i-edik (i = 1,2,...,n) elemi szimmetrikus polinom az
1, To, ..., T, valtozokkal:
EZ'(.’L'l, To, ... ,l‘n) = Z H Zj.
Re(I") j€R

A kovetkezé Newton—Girard-formulaként ismert tételt bizonyités nélkil ismer-
tetjiik.
7. Tétel. Az{E;(x1,2a,...,x,)}, polinomok kifejezhetdk az { N;(x1, o, ..., xn)}0y
polinomokkal az aldbbi képletek szerint:

Ey = Ny,
2Fy = E1Ny — No,
3E3 = EoNy — By Ny + N,
4Fy = B3Ny — Eo Ny + E1 N3 — Ny,

A tétel alkalmazasaként aldhuzzuk, hogy a Newton és elemi szimmetrikuspo-
linomok ko6zotti kapcsolatot egy alsé triangularis matrix-szal irhatjuk le. Ennek
inverzét kiszamolhatjuk NC?-ben. Igy az elemi szimmetrikuspolinomokat is ki tud-
juk értékelni a sajatértékeken. Igy ki tudjuk szamolni a métrix karakterisztikus
polinomjat, speciédlisan determindnsat. Cramer-szabaly alapjan a méatrix inverze is
adodik (amennyiben invertalhato). Kapjuk a kovetkezd tételt.

8. Tétel. Adott eqy M négyzetesmdtriz. Ekkor a kévetkezd problémdk f-N'C*-be
esnek.

(i) M karakterisztikus polinomjdnak kiszamitdsa,
(i) det M kiszamitdsa,
(iii) M~ kiszdmitdsa (feltéve, hogy M invertdlhatd),

(iv) Adott b vektor esetén az M - ¥ = b egyenletrendszer megoldasa (feltéve, hogy
M invertdlhato).

A fenti tételnek sok fiiggetlen bizonitasa sziiletett, altalaban a parhuzamos al-
goritmusok vizsgalata elgtt. Példaul P.A. Samuelson Nobel-dijas kozgazdasz egyik
linearis algebrai modszere is alkalmas a parhuzamositasra. A fenti megoldas U. Le
Verreir moédszerének parhuzamositasa. Ezt a lehet&séget L. Csanky vette észre.
(U. Le Verrier szamitéasai vezettek a Neptunusz felfedezéséhez, neve egyik az Eiffel-
toronyba gravirozott 72 névnek.)

A fentieknek ezen alaptétel egy grafelméleti kovetkezményét emlitjiik meg. Ehhez
emlékeztetiink egy problémara.
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Emlékeztets. PAROS-GRAF-TELJES-PAROSITAS-TESZT azon paros grafokat
tartalmazo nyelv, amelyekben van teljes parositas.

Diszkrét matematika el6adason szerepelt egy véletlen algoritmus ennek megoldéa-
sara: Irjuk fel az also-fels6 cstcs illeszkedési matrixot és minden 1-est helyettesitsiink
{1,2,..., N} egy uniform eloszlasu véletlen elemével. Ha a kapott matrix determi-
nénsa nem-nulla, akkor biztosak lehetiink, hogy grafunkban van teljes parositas. Ha
a determinans értéke nulla, akkor nagy bizonyossaggal allithatjuk, hogy grafunkban
nincs teljes parositas (feltéve, hogy N-et alkalmasan nagynak véalasztottuk).

A fenti (Lovasz Laszlohoz fiizhets) algoritmus jelentosége abban rejlik, hogy a
determinisztikus része minden probléma nélkiil parhuzamosithat6. Az érdekl6ds
olvaso definidlhatja az N'C osztély véletlen valtozatat (RNC). Mi csak megemlitjiik
a kovetkez§ tételt.

9. Tétel (Lovasz LaszI6). PAROS-GRAF-TELJES-PAROSITAS-TESZTe RNC.

Hogy a fenti nyelv N'C-hez tartozik vagy nem, az a parhuzamos szamitasok
elméletének egy fontos megoldatlan probléméja.

Interaktiv bizonyitasok

NP egyik értelmezésében egy bizonyito és egy ellenérzd szereplé van. A bizonyités
egy lizenet valtas: a bizonyito elkiild egy bizonyitékot /tanit, amit az ellen6rzd deter-
miszintikusan elbiral. Mi torténik, ha az interakcié nem egyetlen egy iizenet cseréje,
illetve, ha az ellenérzé kezébe véletlen szamokhoz valoé hozzaférést biztositunk? Ez
a kérdés vezet el az interaktiv bizonyitasok fogalméhoz.

Definicié. Az L nyelv pontosan akkor tartozik az ZP nyelvosztalyhoz, ha van egy
olyan E' Turing-gép, amelyre

(i) Egy véletlen biteket tartalmazo szalag mellett tartalmaz egy csak irhatd, nem
torolhets kérdésszalagot és egy csak olvashato valaszszalagot. Gépilinknek van
egy specialis ,,7” allapota. Ekkor az w input és a kérdésszalag tartalma fiigg-
vényében a valaszszalagon megjelenik egy vélasz (ennek irdsa nem terheli az
algoritmus futasat, olvasasa mar igen). A 7 allapotokban vald torténést egy
B : (w,k) — v € ¥* fiiggvény irja le (w az input, k a kérdésszalag tartalma).
Ez a Bizonyito viselkedése. E az Ellenérzé viselkedését irja le.

(ii) £ polinomialis 1épés utan leall ELFOGAD vagy ELVET allapottal.
(ii) F elfogadja az L nyelvet, azaz

— w € L esetén van olyan B, ami amire P[F(w, p) = ELFOGAD] > 2/3,
— w & L esetén tetszleges B-re P[E(w,p) = ELVET] > 2/3.

Ha algoritmusunknak tobb szereplGje van, akkor gyakran protokolként hivatko-
zunk ré.
A kovetkezs fogalom az egyik alapprotokol példéja.
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Definicié. Legyen IZOMORFIZMUS az a nyelv, ami azon (G, H) grafparokat tar-
talmazza, amelyekre G és H izomorfak, azaz G ~ H.

Legyen NEM-IZOMORFIZMUS a komplementer nyelv, azaz az amely azon (G, H)
grafparokat tartalmazza, amelyekre G és H nem izomorfak, azaz G % H.

IZOMORFIZMUS nyilvan N'P-beli. NEM-IZOMORFIZMUS nyelvhez tartozés
igazolasara nem ismert NP-beli eljaras. A kovetkezs protokol egy TP igazolasi
eljarast mutat.

Példa. Legyen GG, H két nem izomorf graf. A Bizonyité szeretné errdl az Ellen6rzs-t
meggy6zni. Az Ellen6zd veszi a (G, H) grafpar kodolasat két szomszédsagi matrix-
szal. Az alabbiakban leirjuk E-t.

A koédot ,,megcsavarja” az eredetihez (inputszalagon 16v6hoz) képest a sorok (vele
Osszehangoltan az oszlopok) véletlen permutalasaval. Majd a grafpéar sorrendjét 1/2
valoszintiséggel megtartja, 1/2 valoszintiséggel megeseréli. Az igy kapott grafpart
odaadja a bizonyitonak: ,Mondja meg melyik G és melyik H.” Azaz mondja meg,
hogy az utols6 véletlen bit megcseréltette-e vele az eredeti sorrendet vagy nem. Ha
az ellen6rzé nem talalja el cselekedetét, akkor nem fogadja el a nyelvhez tartozast.
Ha az ellendrzs eltalalja cselekedetét, akkor megismétli tizenetét (4j, azaz fiiggetlen
véletlen csavarassal és sorrenddel). Ha most is eltalalja, hogy sorrendet cserélt vagy
nem, akkor elfogadja, hogy a két graf nem izomorf.

A fenti protokol nyilvan a NEM-IZOMORFIZMUS Z'P-beliségét bizonyitja. Ha
a (G, H) a nyelvhez tartozik és a Bizonyito jogkovetd, akkor nem izomorfizmus
esetén a protokol biztos elfogadtatja azt az Ellenérzével. Ha a (G, H) nem tartozik
a nyelvhez, akkor a Bizonyité barmit tesz, akkor el kell talalni a két forduld utolsod
véletlen bitjét. A siker valoszintisége legfeljebb 1/4.

A kovetkez6 példa mar komolyabb eszkoztarat igényel.

Definicié. Legyen MULTILINEAR-VALUE-SUM azon (p, k) parok &ltal alkotott
nyelv, ahol p(z1,x9,...,x,) egy multilinearis polinom egy F test felett és k =
2(617627”.7%%{0,1}” pler, ea, ..., e,). Azaz k a binaris behelyettesitéseknél kapott ér-
tékek Osszege. p-rél azt tessziik fel, hogy az ellenérzé ki tudja szamolni helyettesitési
értékeit (azaz nem sziikségszertien monomok Gsszegeként van felirva).

Példa. Legyen

pi(x1, @2, 2;) = Z p(T1, T2, Tiy €1y s ).

(e¢+1,ei+2,...,en)€{0,1}"_i

po egy szam, amely értékét az input tartalmazza (azt gondoljuk, hogy a Bizonyito
szolgaltatta), ennek korrekt értékérdl szeretne az Ellendrz6 megbizonyosodni. Léas-
suk a protokolt.

A Bizonyitotol elkéri a p; (z1) polinomot. Ha p1(0) + p1(1) = k, akkor azt mond-
ja hogy ,,p; konzisztens py-lal”. (Konzisztenciateszt a tétel és az els6 valasz kozott.)
Ezek utan vesz egy r; uniform eloszlasi véletlen elemét F-nek és elkéri a po(ry, 2)
polinomot. Ismét egy teszt kovetkezik: py(r1) = pa(r1,0) + p2(r1, 1) egyenlsség tesz-
telése ismét egy konzisztenciatesz (az els§ két véalasz kozott). Majd generdl egy 1o
véletlen elemet F-bdl és elkéri a p3(rq, ro, 23) polinomot. Ismét egy teszt kovetkezik:
po(r1,72) = p3(r1,72,0) + ps(r1, 72, 1) egyenlGség tesztelése ismét egy konziszten-
ciateszt (a masodik és harmadik valasz kozott). A protokol igy megy az utolsd
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Pn(r1, 72, ... Tho1,Tn) kérés konzisztencidjanak ellenérzéséig az el6z6 valasszal. Ek-
kor azonban az Ellenérzé mar maga ki tudja szdmolni a kért szdmot és megbizo-
nyosodhat a Bizonyité korrektségérsl. Az ellenérzd akkor és csak akkor fogad el, ha
minden konzisztenciateszten és az utolso ellendrzésen is atment a ,,beszélgetés”.

Ha w € L, akkor egy jogkovetd bizonyito esetén az ellenérzd biztos elfogad. A
kérdés, hogy milyen valészintiséggel fogad el az Ellenérzé egy hamis tételt. Ehhez
az utolsd kérdésre persze jot kellett valaszolnia a Bizonyiténak. Tehat volt egy 1,
hogy az i-edik kérdésre egy p;(r1,...,ri 1, 2;) # pi(r1, ..., 71, ;) polinomot felelt,

de i + l-edik valasza mar a korrekt p;1(rq,...,7r;, x;1) volt. p; bejelentése utan
generalta az ellendrzo az r; véletlen testelemet. p;(ry, ... 7 1, ;) —pi(r1,. .., i1, ;)

egy nem-nulla, egy hatarozatlant linearis polinom. Igy legfeljebb egy helyen vesz fel
0 értéket. Azaz legfeljebb egy helyen egyezik meg a p; és p; polinom. Az Ellenérzé az
aktualis konzisztenciateszben p;1(r1,...,7:,0) + pig1(r1, ... 71, 1) = pi(re, ..., 1)t
szamolta ki és p; értékével vetette Ossze. Legfeljebb 1/|F| a valoszintsége, hogy a
bizonyité ,,nem bukik le”. A hibas elfogadés valoszintségét n/|F|-fel becsiilhetjik. (A
,hibazas” eseményt feliilr6l becsli a ,,valamelyik i-re bekovetkezik a szerencsétlen r;

valasztas” esemény.) Azaz, ha |F| > 3n, akkor MULTILINEAR-VALUE-SUMe ZP.

Megjegyzés. A multilinearitas feltételét konnyti relaxalni. Ha azt tessziik fel, hogy
polinomunk minden monomjaban minden valtozo kitevGje legfeljebb d, akkor is igaz
a megfelel6 nyelv ZP-be esése elég nagy F test esetén. (Csak az r; valasztasanal
legfeljebb d szerencsétlen érték lesz, a hibazas valoszintsége legfeljebb nd/|F|.)

Definicié. §-3CNF az a nyelv, ami azon (y, k) parokat tartalmazza, amelyekre ¢
egy 3CNF formula és k a kielégit§ kiértékelések szama.

Példa. §-3CNF € ZP.

Ennek igazolasahoz egy alkalmas p,, korlatos foki polinomot és [, testet adunk,
amire >0 ey Po(€1,€2,.. 5. en) = k (mod ¢). ¢ egy 2"-nél nagyobb
primszam (ezt az Ellenérz6 ellendrizheti). Ha a polinom konstrukcidjat megadtuk,
akkor a fenti protokolbodl kovetkezik az allitas.

Tehat feladatunk a ¢ logikai formula ,aritmetizaladsa”. Példékkal szemléltetjiik
a konstrukciot. ElGszor egy-egy klozt aritmetizalunk. z V y V —z-t helyettesitsiik
1—(1—-2)1—=y)z-vel. =z V w V —a-t helyettesitsitk 1 — z(1 — w)a-val. A klozok
aritmetizélasa utan p, legyen a klozoknak megfelel6 polinomok szorzata. Minden
valtozoban a fok a klozok szaméval becsiilhetd.

A kovetkezs tétel alapvets jelentGségii. Bizonyitasdra mar nincs idénk.

10. Tetel.
IP =PSPACE

Véletlen belepillantassal ellen6rizhet6 bizonyitasok,

PCP

Definicié. Vegylink egy tantuszalagos Turing-gépet, aminek egy véletlen bitszalagja
is van. A tantszalagja kiilonleges: egyes karakterei felett elhaladva a gép nem latja
azt csak ha speciélis tantu-olvaso allpotban van.

13-8



Mikor szamit ki egy ilyen gép egy L nyelvet?
Definicié. A fenti gép akkor és csak akkor fogad el L nylevet, ha
(i) w € L esetén alkalmas 7 tantszalag-tartalomra a gép biztos ELFOGAD.

(ii) w ¢ L esetén minden 7 taniszalag-tartalomra a gép legalabb 1/2 valoszint-
séggel ELVET.

A szamitasi modell t6bb paraméterét is hasznalhatjuk bonyolultségi osztalyok
bevezetésére.

Definicié. PCP[r(n),q(n)] azon L nyelveket tartalmazza, amelyhez van olyan poli-
nomialis ideji elfogad6 gép, ami n hosszu inputok esetén r(n) véletlen bitet hasznéal
és a tanuszalagot legfeljebb g(n)-szer olvassa el.

Paraméterek alkalmas valasztasaval korabban bevezetett osztalyok alternativ le-
irasait kapjuk.

Feladat. (i) PCP[0,0] = P,
(i) PCPO(log(n)), 0] = P,
(iii) PCP0,O(log(n))] =P,
(iv) PCPpoly(n), 0] = coRP,
(v) PCPI0, poly(n)] = NP.

Kiilénésen fontos az r(n) = O(logn), ¢(n) = O(1) paraméter valasztas. Az erre
vonatkozo tétel a bonyolultsdgelmélet egyik eddigi legnagyobb eredménye.

11. Tétel (S. Arora, C. Lund, R. Motwani, M. Sudan, Szegedy Marid).
PCP[O(logn),O(1)] = NP.

A tétel nagyon megleps. A gép/ellenérzé csupan konstans karaktert olvas el
a tanuszalagrol (természetesen ezek véletlen poziciok). FEzek utan jelenti be nagy
bizonyossaggal az input viszonyat az L nyelvhez. A bizonyitésa hosszu, évtizedes
munka csticseredménye (amelyben résztvevsk kutatokbol csak egy rovid valogatést
adunk U. Feige, S. Goldwasser, Lovasz Lészlo, S. Safra, S. Micali, C. Rackoff,
J. Kilian).

A tételnek messzemutatd kovetkezményei vannak. NP eredeti leirdsa elveze-
tett a HALOZAT-SAT, SAT, illetve 3SAT NP-teljességéhez. Azaz egy NP-beli
nyelvhez tartozéast attranszformaltunk egy megfelels CNF formula kielégithetGségé-
nek eldontésébe. Azaz arra a kérdésre vezettiik vissza, hogy van-e minden klozat
kielégitG kiértékelés vagy legfeljebb klozainak szdmaéanal eggyel kevesebb kloza elé-
githets ki egyszerre. Az 1j értelmezés szinte ugyanazon az tton 1j NP-teljességi
eredményeket kapunk. Azaz egy N'P-beli nyelvhez tartozast attranszforméalhatunk
egy megfelels6 CNF formulara, amely igen specidlis lesz: vagy minden kloza igazza
tehets (kielégithetd), vagy klozainak legfeljebb 90%-a lesz kielégithets. Az eredeti
nyelvhez tartozas ekvivalens a két lehetGség kozotti megkiilonboztetéssel. Ezaltal 4j
tipustt N'P-teljes probléméakhoz jutunk.
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Definicié. Legyen e-APPROX-MAX-SAT az a probléma ami elfogadja a kielégithe-
t6 CNF-eket és elveti azokat, amelyek klozainak legfeljebb 1 — € része kielégithets
barmely kiértékelés altal. A tobbi CNF-en tetszéleges eredményt elfogadunk.

12. Tétel. e-APPROX-MAX-SAT NP-teljes, ha ¢ elég kicsi.

Bizonyitds. Legyen L egy tetsz6leges NP, azaz PCP[O(logn), O(1)]-beli nyelv. Le-
gyen p egy lehetséges tartalma a véletlen bitek szalagjanak. Ezt ismerve tudjuk,
hogy gépiink a tantszalag 7 tartalmanak mely ¢ (konstans) karakterét olvasva jelen-
ti be dontését. Az w-tol fiiggd donteést leirhatjuk legfeljebb 2¢ klozt tartalmazo ¢,
CNF-fel (valtozok az elolvasott tant-karakterek). p értéke polinomialis sok lehet. A
polinomidlis sok ¢, formula ES-sel 6sszekdtve adja az w-hoz rendelt formulat (mely-
nek valtozohalmaza mar a tantszalag teljes karaktersorozatét feldleli). Ha w € L,
akkor mindegyik ¢,-t kielégiti a taniszalag megfelel§ tartalma (ennek persze csak
c értékétsl fiiggen). A teljes tanuszalag tartalma egy olyan kiértékelést ad, ami
minden klozt kielégit. Ha w ¢ L, akkor a ¢, formulak legalabb felében a 2¢ kloz
koziil legfeljebb 2¢ — 1-et elégithet ki barmely értékelés. Ez azt jelenti, hogy az
osszes kloz koziil legalabb 1/2¢71-ed rész nem lesz kielégitve. Igy L visszavezethetd
(1 — e,)-APPROX-MAX-SAT-ra.

Ha L-et elszor SAT-ra vezetjiik vissza, majd megismételjiik a fenti gondolat-
menetet, akkor (1 — €)-APPROX-MAX-SAT-ra valo visszavezetést kapunk, ahol e
abszolut konstans (egar). [

Definicié. MAX-SAT az a probléma egy CNF esetén annak a maximalis klozszam-
nak a meghatarozéasat kéri, ami egy kiértékeléssel kielégithets.

13. Kovetkezmény. Ha a MAX-SAT problémdra létezik §-kizelité polinomidlis
algoritmus (ahol § elég kicsi), akkor NP = P.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen kozelité algoritmus. SAT-ot redukaljuk
e-APPROX-MAX-SAT problémara. Tegytik fel, hogy m a klozok szamat jeloli. Azt
kellene eldonteni, hogy az az értékelés, amley a lehets legtobb klozt kielégiti (ezek

szamat jeloljiik p-vel) az m vagy pedig (1 — €)m-nél nem nagyobb. Ha lenne olyan

polinomialis algoritmus, ami egy 1/A-p és A-p kozotti szamot ad ki, ahol A = 1%5,
akkor a SAT probléméra kapnank polinomialis algoritmust. Igy az allitas teljesiil
6 <A—1=,/7= —1 értékkel, ahol € az el6z6 tételben szerepls (ki nem szamolt)

konstans. u
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