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ZPP

A kovetkez6 lemma egy nagyon fontos nyelvosztélyt ir le kiillonb6z6 modokon.
1. Lemma. Legyen L eqy nyelv. A kévetkezdk ekvivalensek:
(1)) L € RPN coRP,

(ii) Van olyan véletlen polinomidlis idejd T algoritmus (ledllo dllapotai ELFO-
GAD, ELVET és NEM-IS-TUDOM), amelyre teljesiil

w e L esetén P,T(w,p) = ELFOGAD] >1/2,
és P,[T(w,p)=FELVET]=0.
o @ ¢ L esetén P,[T(w,p)=ELVET])>1/2,
és P,[T(w,p)=FELFOGAD]|=0.

(11i) Van olyan véletlen (nem sziikségszertden ledlld) T algoritmus (ledllé dllapotai
ELFOGAD, ELVET), amelyre teljesil

e Van olyan p(x) polinom, hogy minden w € ¥* esetén

E[TIME(T (w, p))] < p(|lw]),

o w e L esetén T ledlldsa esetén biztos ELFOGAD, mig w ¢ L esetén T
ledllasa esetén biztos ELVET.

Bizonyitds. (i)=-(ii) A (ii) pont kovetelményeinek elegettevd algoritmust ugy kap-
juk, hogy elGszor az L-et eldonts R'P algoritmust futtatjuk. Ha ez elfogad, akkor le-
allunk ELFOGAD allapottal. Ha nem, akkor az L-et eldonté coRP algoritmust fut-
tatjuk. Ha ez elvet, akkor ledllunk ELVET &llapottal. Kiilonben NEM-IS-TUDOM
allapottal fejez6dik be a szamitas. Az el6irt kovetelmények konnyen lathatoéan tel-
jesiilnek.

(ii)=(iii) Futassuk az L-et eldontd feltételben leirt algoritmust. Ha NEM-IS-
TUDOM allapottal all le, akkor ismételjiik meg (persze a sziikséges véletlen biteket
a szalagrol olvassuk — nem a kordbbiakat hasznaljuk — azaz az 14j futéas fiiggetlen
lesz az el6z6t6l). Az ismételést addig végezziik, amig az egyik futasndl ELFOGAD
vagy ELVET allpothoz jutunk. Az elGirt kévetelmények koziil csak a futasi idd var-
hatoértékének becslése nem trividlis. Elég az ismételések szaménak varhato értékét
becsiilni.
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Ezt w € L esetén végezziik el. Ha egy ismételést egy pénzfeldobasnak gondolunk,
amelyben a FEJ az elfogadas, mig az IRAS a nem-is-tudom allapot, akkor addig
dobélunk, amig FEJ nem jon ki (amely valoszintisége minden dobasnal ugyanaz az
értek, legalabb 1/2). A dobasok fiiggetlenek, a dobasok szaméanak varhato értékének
becslése standard valoszamitasi feladat, konstansnak adodik.

(iii)=-(i) Legyen p a feltétel altal garantalt algoritmus futasi idejére adott kor-
lat polinomja. Szimuléljuk ezt az algoritmust 2p(|w|) lépésig. Ha kozben leall
(elfogad vagy elvet), akkor mi is bejelentjiik a szimulécio altal kiszamolt végered-
ményt. Kiilonben NEM-IS-TUDOM allapottal fejezziik be a szamitast. A Markov-
egyenlStlenség adja, hogy ez utobbi esemény valoszintsége legfeljebb 1/2. |

Definicié. A fenti tulajdonsidgoknak (illetve barmelyikiiknek) elegetttevs nyelvek
osztalyat ZPP-vel jeloljiik.

Megjegyzés. 1) Az osztalyt ado bettiszo Z betiije a hibazés lehetetlenségére utal
(zero error), a két P bett a probabilistic és polynomial szavakbol ered.

2) Az eddig megismert véletlen algoritmusok két osztélyba esnek: garancia van
futési idejiikre, de végeredményiik hibazast rejthet (BPP, RP,coRP), illetve
garancia van a végeredményiikre, de futési idejlik egy valdszintiségi valtozod
(ZPP). A véletlen algoritmusokban rejls fent emlitett két lehet&ség megkii-
16nboztetésére rendre a Monte Carlo, illetve Las Vegas jelz6ket hasznaljak.

Kielégit6 értékelés keresése kis foka k-CNF formu-
lahoz

Legyen ¢ egy k-CNF. Legyen A egy becslés, hogy egy kloz hany maéasikkal (sajat
magat beszamolva) tartalmaz kézos valtozot (elképzelhets, hogy egyikben negalva
masikban negalatlanul). Feltessziik, hogy A < 2F=2. Célunk, hogy konstruktivan
belassuk, hogy ¢ kielégithets. Egy ZPP algoritmust adunk meg, ami a feltételek-
nek elegettevd p-hez kielégité értékelést ad. Az algoritmus nagyon egyszert lesz
(analizise mar nem annyira).

Kiindulas: Valtozdinknak adjunk fiiggetlen, uniform eloszlédsi véletlen
bitértékeket.

Teszt: Teszteljiik, hogy kielégiti-e ¢-t.

Szerencse: Ha igen, akkor leadllunk az aktuadlis éltékadéassal.
Szerencsétlenség, okkeresés: Ha nem, akkor keressiink egy C' klézt, ami
nincs kiélégitve.

Szerencsétlenség, UTRASOROSOLAS: Ertékadasunkat a C'-ben szerepld
valtozdkon valtoztassuk meg. A k darab valtozdnak az eldzdektdl fiig-
getlen véletlen biteket adunk értékként.

VISSZA a Teszt lépéshez.

Ha beléatjuk, hogy algoritmusunk barmilyen feltételiinknek elegettevé k-CNF-re
pozitiv valoszintiséggel leall, akkor a kielégithetGségre vonatkoz6 matematikai tételt
belattuk. Ha azt is igazoljuk, hogy a futas soran az Gjrasorsolasok szamanak varhato
értéke az input hosszanak polinomjaval becsiilhets, akkor egy ZPP-konstruktiv
bizonyitast adtunk.
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A felhasznalt véletlen biteket egy tablazatban helyezziik el. A tablazat oszlopai a
valtozokkal vannak azonositva. Végtelen sok sora van, amelyek természetes szamok-
kal indexeltek. Ezt a tablazatot toltjiik ki fiiggetlen bitekkel. Ha algoritmusunknak
véletlen bitekre van sziiksége, akkor ezeket a tablazatbol olvassa ki. Egy valtozo
értékadasanal az oszlopabodl az els6 nem olvasott bitet adjuk értékként.

A 0 indexd sor tartalmazza a kiindul6 értékadas bitjeit. Minden tjrasorsolas
k bit olvasasat jelenti: az tujrasorsolt valtozok oszlopdban az utolsonak kiolvasott
bit alatti bit el6vétele torténik. Jelolje by, By és V, az (-edik ujrasorsolas k bitjét,
ezek pozicidit a tablazatban (ezeket blokkoknak nevezziik), illetve azon véltozok
halmazat, amelyeket djrasorsoltunk. A kiilénb6z6 blokkok természetesen diszjunkt
pozicibhalmazok. Az els§ djrasorsolas értékei az 1 indexid sorbdl keriilnek ki. A
kés6bbi blokkok azonban a sorok tekintetében toredezettek lehetnek, akar az is el-
képzelhetd, hogy ugyanazon tjrasorsolas k bitje k kiilonbo6z6 sorbol vevédik. Ha B;
és B két blokk és az elsének van olyan bitje, ami kézvetlen a masodik (B;) egy bitje
felett van, akkor azt mondjuk, hogy B; fedi Bj-t. Természetesen ekkor ¢ < j, a két
blokk diszjunkt és ha ugyanazon oszlopb6l mindkettének van bitje, akkor az B;-beli
van magasabb pozicioban.

Annak a ténynek, hogy az (-edik tjrasorsolas megtortént megfeleltethetiink egy
O, oksagi fat. A fa gyokere V; lesz. A felépitését az i-edik djrasorsolasok vizsgala-
taval, 1 =0 —1,0—2,...,2,1 visszamend sorrendben, rekurzidval épitjiik fel. Ha az
i-edik Gjrasorsolas blokkja fedi a fa mar egy meglévs csicsanak blokkjéat, akkor ezek
koziil a legmélyebb fiaként a fahoz csatolunk egy csticsot, amit V;-vel cimkéziink. Ha
ilyen blokk nem volt, akkor fankat nem bd&vitjiik, tovabblépiink. Az utolsé vizsgélat
(ami az elsd Gjrasorsolasra vonatkozik) utan alakul ki a teljes oksagi fa.

Xl XQ X3 X4 X5 X6 X’7 X8 X9 XIOXHXIQ

—_
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1. abra. Algoritmusunk egy futésa (azonos szin azonos blokk) és a sziirke blokk
okségi faja

Két nagyon fontos megjegyzést tesziink:

e Vegyiik észre, hogy ha két blokk ugyanazon kloz miatt lett Gjrasorsolva, akkor
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a megfelels poziciok felett (a kloz valtozoinak régi értékadasa) ugyanazok a
bitek szerepelnek, azok amik a kérdéses klozt hamissa teszik (CNF formulanal
ez a klozban szepels valtozok egyetlen értékadaséara teljesiil).

e A fabol (a csicsok mellett a valtozo k-asok cimkéivel) visszafejthets, hogy a fa
cstuicsainak megfelel§ egyes Gjrasorsolésok soran a valtozok hanyadszorra lettek
Gjrasorsolva, azaz a fa csticsaihoz tartozo blokkok tabléazatbeli helyzete.

Legyen Es4, az az esemény, hogy tobb mint d - n Gjrasorsolas tortént. Ekkor a
blokkokban lesz olyan bit, amit legalabb d index® sorba esik. Ekkor ennek oksagi
faja legalabb d csticsot tartalmaz (s6t legalabb d lesz a mélysége).

Legyen T ezen blokk okségi faja. Legyen Ep azon esemény, hogy az algoritmus
futasa soran valamelyik tjrasorsolas redukalt okséagi faja T lesz.

Tgy az P-4, eseményt lefedhetjiik az Ur. v >qfr eseménnyel, ahol Fr az az ese-
mény, hogy a futas soran valamelyik tjrasorsolas/blokk oksagi faja T

Legyen T egy v darab csticsot tartalmazo oksagi fa. Ekkor

1\" 1
P < (53) = g

hiszen minden csiics azt jelenti, hogy a megfelel6 klozt a korabbi véltelen bitek
nem elégitették ki (amely bit k-asok a tablazat diszjunkt pozicidhalmazaibol jot-
tek). Tehat v darab fiiggetlen esemény egyszerre torténé bekovetkezése, amelyeknek
egyenként a valoszinisége 1/2F.

Masrészt feliilrsl becsiilhetjiik hany ¢ ponti okséagi fa van. Legyen m a ¢ formula
klozainak szama. Az oksagi fa gyokerét m-féleképpen vélaszthatjuk. Ezekutan v—1
aghajtast hajtunk végre. Mindegyiknél meg kell mondanunk, hogy melyik cstcsbol
(v darab lehetGség) melyik masikhoz vezet az aghajtas. Ez legfeljebb A lehetGség,
hiszen a szomszéd klozjaban szerplé valtozokat kell csak leirnunk, amelyek halmaza
metszi a csics valtozohalmazat. Ilyen kloz csak A lehet. Igy az adghajtasok lehe-
t6ségét vA-val becsiilhetjiik feliil, amibsl v — 1 valosul meg. A v pontu oksagi fak
szama legfeljebb m( Al) Azonban

m(f_A 1) < m(A) < m(eA)”

Igy d
>0 1 (eA/2Y)
P(Esan) < P(UrvisaFr) < A o =M on
(Exdn) < P(Urvizafr) < vz;(e ) okv m1_(3A/2’C
Esetiinkben
e\ < e2k—2 < 3
2k = 2k T 4’
Azaz

Ezekutan jeloljiik &-vel az tjrasorsolasok szamat megadd valdszintségi valtozot.
Vérhato értéke most méar konnyen becsiilhets:

E(€) =200 PE=i) = X%, PE 2 0) = 2 nP(& > (j — D) =
= Zj; nP(Ez(jfl)n) < Z;‘io n-4m (%)] = 16nm.
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Ami nyilvan polinomialis ¢ méretében.
Osszefoglalva:

2. Tétel. Legyen ¢ eqy k — CNF formula, amelyben minden kloz legfeljebb 2F—2
mdasikkal tartalmaz kézos vdltozot (belértve magdt is). Ekkor ¢ kielégithetd, sét van
olyan a futdsi idd varhato értékében polinomaidlis algoritmus, ami megtaldl eqy kielé-
gitd értékaddst.

Megjegyzés. Természetesen a 25 2-es becslés helyettesithets 28 /(e + €)-nal, tetszo-
leges € > 0 konstansra.

Megjegyzés. A tétel egzisztencialis részének szokasos bizonyitasa Lovéasz Laszlo
lokalis lemmajanak standard alkalmazéasa. Az algoritmikus megoldas sokaig nyitott
volt és a jelen algoritmus egy hosszu kutatasra tesz koronat. A tétel Robin Moser és
Tardos Gabor 2009-ben bejelentett eredményének egy kissé egyszertsitett valtozata.

Iranyitatlan grafokra vonatkozoé elérherGség

Definicié. Az IRANYITATLAN-ELERHETOSEG probléméban adott egy G ira-
nyitatlan graf és két kitiintetett cstcsa s és t. El kell donteniink, hogy van-e G-ben
ut a két kitlintetett cstcs kozott.

A probléma megoldasahoz egy véletlen sétat végziink s-bél indulva. Ha kozben
t-t elérjiik, akkor tudjuk, hogy s és t kozott van ut. Ha elég hosszti séta soran sem
érjiik el t-t, akkor elég nagy bizonyossaggal sejtjiik, hogy s és t kézott nincs 1t.

Kiindulas: Legyen aktudlis-csics az s csics. ¢ =0, az eddig megtette
lépések széama.

Véletlen 1épés: Az aktudlis-csics szomszédai koziil valasszunk ki egy véletlen
r csicsot. Legyen aktudlis-cstics r és legyen {=/(+1.

Teszt: Ha aktudlis-cstcs=t, akkor ELFOGAD allapottal leallunk.

Ha ¢ <T, akkor a véletlen lépést hajtjuk végre.

Ha ¢ > T, akkor a VALOSZINULEG-ROSSZ &llapottal leallunk.

Ebben a pillanatban az algoritmus leirdsa egy kissé pontatlan: nem irtuk le
pontosan a véletlen 1épést, illetve szerepel egy egyelére definialatlan T' paraméter.
Ezekre a kés6bbiekben tériink ki.

Az egyetlen mod, ahogy algoritmusunk hibazhat, az az ha s és t a G graf egye
komponensébe esik és az T hosszi véletlen séta elkeriili ¢-t. Belatjuk, ha T = 2|V|3,
akkor ennek valoszintisége kisebb mint 1/2. Ezzel kapjuk, hogy IRANYITATLAN-
ELERHETOSEGe RP. Igazabol algoritmusunk tarigénye logaritmikus. A megfe-
lel6 osztaly bevezetésénél 6vatosnak kell lenntink.

Definicié. Egy L nyelv akkor és csak akkor tartozik az RL osztalyhoz, ha polino-
mialis ideji, logaritmikus tarat hasznal és az (Ry) és (Ryg) feltételeket teljesiti.

Igy a kovetkezs eredményt kapjuk.

3. Tétel. IRANYITATLAN-ELERHETOSEGe RL.

A bizonyitas kovetkezd erdménybdl nyilvanvalo.
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4. Tétel. Legyen G egy n ponti irdnyitatlan graf. Ekkor tetszdleges pontjabdl inditva
eqy véletlen sétdat annak a lépésszamnak, amely az 0sszes csics megldtogatdsdhoz
sziikséges a vdrhatd értéke kisebb mint |V [3.

Bizonyitds. Nézziik meg. hogy véletlen sétank L lépése utan milyen eloszlasi lesz
helyzetiink (a V' csticshalmaz felett). Célunk, hogy belassuk az eloszlas konvergal
egyetlen eloszlashoz (hatareloszlashoz). Ez altalaban nem igaz. Ha G paros graf,
akkor L paritasa alapjan az eloszlasok kiilonb6z6 szinosztalyokra koncentralodnak.
A hatéreloszlés is egyszertibb lesz, ha tigyesen irjuk le véletlen lépésiinket.

Legyen A a grafunk szomszédsagi matrixa. Legyen A a graf maximalis foka.
A f6atloba frjunk olyan szamokat, hogy minden sor és oszlop Osszeg A + 1 legyen.
Jeloljik A-mal azt a matrixot, amit igy kaptunk. Legyen M az a matrix amit A ele-
meinek A + 1-gyel valo osztasaval kapunk. Az igy kapott métrix szimmetrikus, nem
negativ, f6atlojaban pozitiv értékd és minden sor-, oszloposszege 1 (ugy nevezett
dupldn sztochasztikus mdtriz).

Az M matrix egy véletlen séta atmeneti méatrixaként értelmezhets. Ez lesz a
véletlen sétank. Ez persze elemi modon is leirhato. Egy v cstucsnak d(v) szomszédja
van, amiket azonosithatunk az {1,2,...,d(v)} halmaz elemeivel. Vélasszunk az
{1,2,...,A + 1} halmazbol uniform moédon egy elemet. Ha ez az {1,2,...,d(v)}
halmazba esik akkor v-bél a megfelel6 szomszédba lépiink at. Kiilonben maradunk
a v cstcsban. A helyben maradasnak mindig pozitiv valoszintsége van. (Emiatt
nem lesz problémank a paros grafok esetével.)

Kezdépontunk eloszlasat egy k eloszlasvektor (nemnegativ vektor, komponense-
inke Osszege 1) irja le (vektoraink, soraink, oszlopaink pozicioit a V' csiicshalmazzal
azonositottuk). A mi véletlen sétanknal ez kiilonosen egyszert: s-ben 1 komponen-
sti, minden més komponens értéke 0. A kovetkezs észrevétel més kiindulo eloszlasnél
és mas atmeneti méatrixnal is igaz.

5. Lemma. A véletlen sétank L lépés utdni helyzetének eloszldsa MEE.

A lemma csupan a definicidk és a matrix aritmetika ismeretét kivanja. Az olva-
sora hagyjuk.

M szimmetrikus, igy sajatértékei valosak (A; > Ay > ... > \,, ahol n = |V]) és
alkalmas () ortogonéalis matrixszal

M 0 - 0

0 X -+ 0 B B
M=Q : S : Q7 =QAQ™.

0 0 - M\,

A kovetkezd lemmabol

6. Lemma. M sajdtértékeinek abszolutértéke legfeljebb 1. Az 1 sajdtérték, —1 pedig
nem sajdtérték. Ha G dsszefiiggd, akkor az 1 sajdatérték multiplicitdsa 1.

Valoban: Legyen A\ egy sajatérték és v egy hozzatartozd sajatvektor. Vegyiik a
U sajatvektor egy maximalis abszolutértéki komponensét. Mi lesz ezen komponens
éréke Mu-ben? Egyrészt M sztochasztikus matrix, igy minden komponense v kom-
ponenseibdl atlagolodik ki, abszolutértékben nem néhet. Méasrészt A-szorosa lesz.
Igy valoban |A| < 1. A csupa 1 vektor (tovabbiakban j) sajatvektor 1 sajatérték-
kel. S6t az 1 sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektor konstans komponenst vektor
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(j szamszorosa): Legyen § egy tetszGleges sajatvektor 1 sajatértékkel. Mint elgbb
most is vegyiik a § sajatvektor egy maximalis abszolutértékd komponensét, értékét
jeloljiik C-vel. Ekkor ezen komponense az M maétrix-szal val6é szorzas utan a sa-
jat és a szomszédokhoz tartozé komponensek értékébsl atlagolodik ki, kézben nem
valtozik (egyszerese lesz onmaganak). Ez csak tugy lehet, ha minden szomszédjahoz
tartozo komponens értéke is C' volt. A gondolatmenet ismételgetésével, felhasznal-
va, hogy G 6sszefiiggs kapjuk, hogy § = C' - j. Ha feltennénk, hogy —1 sajatértck
és megismételnénk a fenti gondolatmenetet egy hozzatartozo sajatvektorral, akkor
ellentmondésra jutnank: az atlagolasnal a megfelels komponens is szerepet jatszik
(ezért tértiink at A-ra), a —1-szerez6dés nem lehetséges.
A lemmabol adodik

ML :QALQ—l :Q )\% 0 Q—l
0 0 --- X

ami egy konvergens matrixsorozat (max;—s3 |\ < 1).

Konnyt latni, hogy a hatareloszlas stacionarius is egyben (M-mel szorozva nem
valtozik), azaz az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor szamszorosa. Tehat a hatér-
eloszlas az uniform eloszlas.

A bizonyités hatralévs része a Markov-lancok elméletére tdmaszkodik. Csak
megemlitjiik az alabbi lemmat, ami 6sszegzi a sziikséges bizonyitando6 allitasokat.

Legyen p;(u) az a valoszintiségi valtozo, amely megmondja a véletlen séta folya-
mén az elsé t — 1 1épéssel meglatogatott t cstics kozott milyen aranyban szerepel a u
cstcs. Legyen uv egy ¢l a grafunkban, ekkor v(u) az a lépésszam, amit egy u pont-
bol indulva megtesziink a kovetkezd u latogatasig. Legyen uv egy él a grafunkban,
ekkor o(uv) az a lépésszam, amit egy uv 1épés utan tesziink a kovetkezd uv (sorrend
szamit) lépéssel bezéarolag.

7. Lemma. (i) E(pi(u)) — =

Vi’
(i) D(p(u)) — 0,
(i) E(v(u)) = V],
(w) E(o(uv)) = (A+1)|V]| <|V]2

A lemma alapjan egyszertien becsiilhets, hogy mi azon séta hosszanak varha-
t0 értéke, amely az s cstucsbol egy t-be vezets legrovidebb séta éleinek megfeleld
lépéseket sorban (kozbeiktatott 1épésekkel) megteszi. [ |

Megjegyzés. Az algoritmus minden probléma nélkiil kiterjeszthets iranyitott gré-
fokra. Hogy ez az algoritmus hasznos legyen sziikségiink lenne véletlen séta fenti
analizisére iranyitott grafokra. Sajnos a megfelel§ tétel nem igaz. Ehhez vegyiink
egy grafot, amiben s-et és t-t egy n ponta ut koti 0ssze. az it minden pontjabol ve-
zessen egy iranyitott él s-be is. Azaz sétank soran minden ¢-t6l kiilonb6z6 csticsban
két lehetGségiink van: vagy t-felé lépiink, vagy visszatériink a kiindulé pontba. Igy
a véletlen séta akkor éri el t-t, ha n — 1-szer egy két kimeneteld véletlen valasztasbol
mindig a kedvezé kovetkezik be. Erre varhatoan exponencidlis sokaig kell varnunk.
Az ELERHETOSEG probléma (amirsl tudjuk, hogy N L-teljes) RL osztalyba esése
meglepd lenne.
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A fenti klasszikus tétel kutatdsok hosszu irdnyat inditotta el. A véletlen séték,
az ugy nevezetett expander grafok, a derandomizalasi modszerek kutatasanak egyik
kiemelkeds eredménye a kovetkezd tétel, amit bizonyitas nélkiil emlitiink meg.

8. Tétel (Reingold, 2008). IRANYITATLAN-ELERHETOSEGE L.
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