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10. El6adas

Eldado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Udvari Baldzs 2010. aprilis 19.

Véletlen szamokat hasznalé /valésziniiségszamitasi
Turing-gépek

Definicié. Egy T Turing-gépet véletlen szamokat haszndlé (réviden véletlen) Turing-
gépnek neveziink (eldontési feladatok esetén), ha az input- és munkaszalag mellett
van egy harmadik szalag, egy in. véletlenszalag, amely véletlen szdmok egy sorozatat
tartalmazza, és az szalaghoz tartozo6 fej egyetlen miiveletre képes: jobbra lépni és
olvasni az elé keriils mezét. (Altalidban a véletlenszalag dbécéje X, = {0,1} (ez
nem sziikségszert) és a szalag bitjei uniform eloszlasuak.) Az ilyen T futésa az
w € X, inputszalag-tartalombol és p véletlenszalag-tartalombol egyértelmiten
(determinisztikusan) meghatéarozhato (a kiszamolt értéket/leallo allapotot jeloljiik
T(w, p)-val).

inputszalag

[>[ofolz]2]o[1]0[1]0]1]1[]

>lalvlalwle[a]t [S[5[5]a] f ] f ] - -

munkaszalag

[>[o[2]o]1]ofofo[1]0o]2]2]ofo[2]1]0] - - -

véletlen biteket tartalmazo'szalag

Definicié. Egy L nyelvre L € BPP pontosan akkor, ha létezik polinom ideji véletlen
T Turing-gép, amelyre teljesiil a kdvetkezd két feltétel:

(BPy) w € L esetén P,(T(w, p) = ELFOGAD) > 2/3,
(BP2) w ¢ L esetén P,(T'(w, p) = ELVET) > 2/3.

Megjegyzés. 1. Tehat annak az esélye, hogy T jo értéken all le, 2/3 minden w-ra.
Egyszertien megfogalmazva, ha L € BPP, akkor ELFOGAD —,VALOSZINULEG-
JO”, ELVET =, VALOSZINULEG-ROSSZ".

2. A BPP nyelvosztily elnevezésében B a ,bounded error” szora, a két P pedig
a ,,probabilistic” illetve , polinomial” szavakra utal.

Definicié. Egy L nyelvre L € RP pontosan akkor, ha létezik polinom ideji T
Turing-gép, amelyre teljesiil a kovetkez6 két feltétel:

(R1) w € L esetén P, (T (w, p) = ELFOGAD) > 1/2,
(R2) w ¢ L esetén P,(T(w,p) = ELVET) = 1.
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Megjegyzés. 1. Vagyis ha L € RP, akkor ha T(w, p) ELFOGAD, akkor w €
L biztosan teljesiil. Igy elég ELVET =, VALOSZINULEG-ROSSZ” atirast
elvégezni, hogy a leallo allapotok kifejezzék az R'P gépek filozofidjat.

2. A nyelvosztaly nevében R a ,random” sz6bdl szarmazik.

A kovetkezd diagram a bevezetett és néhany ismerds osztaly viszonyat fogalalja

NP BPP  coNP
O ¢ O ¢

RP cORP

O ¢
D

Mar a RP osztaly definiciojabol konnyen latszik, hogy P € RP C NP illetve
P C coRP C coN'P. Az els6 tartalmazési lanc az alabbi megfigyelések eredménye:

Ha az (Rp)-ben szerepl6 esemény valoszintiségérdl azt kotjik ki, hogy pontosan
1 (igy (Rq) és (Ry) is teljesiil) akkor P definiciojat kapjuk (a véletlenszalag olvasasa
helyett mindig 0 értéket képzelve). Ha pedig az (Rq)-ben szerepld esemény valoszi-
niiségrol azt kotjiik ki, hogy 0-nal szigoruan nagyobb, akkor NP definiciojat kapjuk
(a véletlenszalagot tanuszalagként elképzelve). A maésik tartalmazasi lanc pedig a
komplementélas /negalas tulajdonsagabol kovetkezik. A BPP osztéaly beillesztése a
kovetkezd tétel utan nyilvanvalo.

Az alabbi tétel alapvetd jelent&ségti.

1. Tétel. RP és BPP is robosztus a hibdzds valdsziniségének korldtozdsat tekintve
a kévetkezd értelemben:

(i) RP definicidja nem vdltozik, ha (Ry)-et (Ry )-szal vagy (Ry )-szal helyettesit-
juk, ahol ezek rendre

(Ry): we L= P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1/p(|w]),
(Rf): we L =P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1 — 1/2¢(),
ahol p € N[z] tetszdleges megfeleld (minden egész helyen pozitiv) polinom.

(it) BPP definicidja nem vdltozik, ha (BPy)-t (BP; )-szal vagy (BP; )-szal helyet-
tesityik (k € {1,2}), ahol ezek rendre

(BPy): w € L= P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1/2 + 1/p(|w]),
(BP;): we L=P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1/2 4+ 1/p(|w|),
(BPf): w¢ L= P,(T(w,p) = ELVET) > 1 —1/2°(D,
(BP§): w ¢ L= P,(T(w,p) = ELVET) > 1 —1/2°(D,

ahol p hasonlo az el6z6 pontban szereplohoz.
A bizonyitas el6tt megemlitiink egy valoszintiségszamitasi tételt

2. Tétel. (Chernoff-becslés) Legyenek {X;}._, figgetlen, azonos eloszldsi, 0-1 ér-
tékd valdszindségi vdltozok (P[X; = 1] = p és igy P[X; = 0] = 1 — p). Legyen
S, =X1+Xo+ ...+ X, (igy ES, = rp). Ekkor

P[|S, — pr| > A] < 2e724°/7,
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Bizonyitds. (i) legyen T P ideji L-t eldont6 véletlen Turing-gép. A hibazas valo-
szintiségét vizsgaljuk. Legyen w € L gy, hogy |w| = n. A hibazas valoszintisége az
eredeti (R;)-et tartalmaz6 definicio szerint 3, ha (Ry)-t hasznéljuk, akkor 1 — ﬁ
és (RY)-t hasznalva 5.

Konstrualjuk meg a T Turing-gépet gy, hogy T futasat ismételje meg r-szer.
(Ezek a futasok fiiggetlen eredményt adnak, mert a véletlenszalag egy-egy futasnal
felhasznalt bitsorozatai is fiiggetlenek.) Egy w inputra T futdsa ELFOGAD-dal ér
végget, ha valamelyik futés elfogado.

Konnyen latszik, hogy T polinomialis idejd, ha r polinomialis |w|-ban, tovabba
teljesiil hogy P(T hibézik) = (P(T hibazik))". Ha r-t n = |w| polinomjénak va-
lasztjuk, akkor (R,) feltevéséb6l T-re kévetkezik (R) T-re. Hasonléan, ha (Ry)-et
tessziik fel T-re, akkor Ri-et T-re.

(ii) Hasonloan dolgozunk az (i) ponthoz. Legyen T egy L nyelvet BPP mo-
don eldonté Turing-gép, T pedig az a Turing-gép, amit 7" r-szeri (most r paratlan
szam) ismeételt futtatasaval kapunk tgy, hogy T eredménye az r eredménybdl ado-
dik ,,t6bbségi szavazassal’, vagyis az dont, hogy ELFOGAD vagy ELVET futas volt
tobb. r-et az input méret polinomjanak véilaszthatjuk.

Minden futtatdshoz tartozzon egy 0-1 értékd X, valoszintiségi valtozo: 1 érték
az ELFOGADAS-nak felel meg, a 0 érték az ELVETES-nek.

w € L esetén E[X;] > 1/2+ h, ahol h attol fiigg, hogy BP;, BP{, BP; feltételek
melyikével dolgozunk. A hibazas eseménye, hogy S, < 7/2, amit feliilrél becsiil,
hogy |S, — rE[X]| > hr. A Chernoff-becslés szerint ez kisebb mint 2"

e Ha h értéke BP szerint adott, akkor r valasztasaval elérhetjiik, hogy —h?-r <
—1/10 legyen. Azaz T BP; szerint hibazzon.

e Ha h érteke BPy szerint adott, akkor r valasztasaval elérhetjiik, hogy —h?r<
—10p(|w]) legyen. Azaz T BP{ szerint hibazzon.

w ¢ L esetén teljesen hasonléan dolgozhatunk. |

BPP helye korabbi osztalyaink kozott

A cimmel kapcsolatban két tételt emlitiink meg,

3. Tétel (Adlemann). .
BPP g Pnem—umform‘

Bizonyitds. Legyen L € BPP. Ekkor az el6z6 tételt hasznalva létezik T" polinom
idejd véletlen Turing-gép, aminek minden w inputra a hibézas valoszintisége legfel-
jebb 2%,1

Tehat létezik olyan p véletlenszalag-tartalom, hogy az ezzel végrehajtott futas
nem hibéazik semelyik w-ra sem hibazik: jelolje ugyanis R,, az {p : T hibazik w-n p-val}.
Ekkor IP’( U Rw) < |z 2in < 1, vagyis az el6z6 megdllapitas valoban igaz.

Tekintsiik T-t. A szamoléasa folyamatat egy polinom méreti halozattal szimulal-
hatjuk, amelynek az inputbitjei w és p kodja.
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A szamitast szimulalo
halozat

w kodjanak bitjei | p kodjanak bitjei
A fenti univerzalisan jo p-t bitjeit lerogzitve/behuzalozva egy haldzatot kapunk,
ami csak w kodjaibol kiszamolja az L-hez tartozast kodolo bitet (a halozatméret
nem valtozik a huzalozastol, azaz polinomialis). Az w, p-t olvas6é hélozat uniform
modon konstrualhato, az uniformitast a p nemkonstruktiv mivoltja rontja el. [

4. Tétel (Gacs Péter-Sipser).
BPP C ¥yPNILP.

Bizonyitds. (Lautemann) Mivel II,P = co¥yP, elég megmutatni, hogy BPP C
YoP.

Legyen ¥ = Zix; = {0,1,...,|X| — 1} additiv mod |¥|-aritmetikaval.

Definialjuk a kévetkezs fogalmakat: S C XV halmaz akkor és csak akkor siri,
ha [S] > 1 — +|2Y], tovabbd egy R C % halmaz akkor és csak akkor ritka, ha
|R| < +|XN], azaz R stir.

Elgszor igazoljuk az alabbi lemmat.

5. Lemma. (i) Ha R ritka, akkor minden cy,...,cx € ¥N¥-re UY (¢; + R) € BV,
(ii) Ha S siird, akkor létezik olyan ci,...,cxy € XN, hogy UN (¢; +8) = ¥V,

A lemma bizonyitasa. Az elss allitas trivialis, hiszen UL, (¢; + R)-ben kevesebb,
mint N+|SY] =[SV elem van R ritkasaga miatt.
A masodik rész bizonyitasahoz valdszintiségszamitasi modszert hasznalunk.
Elég belatni, hogy

P(Tl,...,TNGENZU(T’i—FS):ZN) >0

ahol ry,...,ry fiiggetlen, uniform eloszlast elemek/vektorok (hiszen Sigma® egy

vektortér). Az eseményt atirva a bizonyitando

IP’( /\ (r17...,rN€ZN:EIi:x€ri+S)>O

zexN

Az x € r; + S feltétel ekvivalens r; € © — S-sel. z — S elemszama egyenld |S|-sel,
amit becsiilhetiink |S| > (1 — +)|Z"| modon.

Jelolje a fenti és-sel dsszekapesolt eseményeket E,. Ekkor P(E,) < ﬁ, igy
P(AE,) = P(VE,) < |[E¥|g% < 1, igy a komplementer esemény valoszinisége
val6ban pozitiv és ezzel a lemmat belattuk.

Most visszatérhetiink a tétel bizonyitasahoz. Legyen T egy L € BPP-t bizonyito
Turing-gép, aminek a hibézasi valoszintisége kevesebb, mint 5-. Legyen t(n) € N a
futasnak egy polinomialis idékorlatja.

Legyen S, = {p : T(w,p) = ELFOGAD}. Jelolje N a futés soran elolvasott
véletlen bitek szamat, ez t(n)-nel feliilrgl becsiilhets. Vegyiik észre, hogy ha w ¢ L,
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oo e S, . . .
akkor a hibazas valoszintisége |‘2N|\ < 2% < %, vagyis S, ritka. Hasonléan, ha w € L,

Sl
DR
Tehat w € L akkor és csak akkor teljesiil, ha S, strii/nem ritka, ami a lemma

alapjan ekvivalens a kévetkezGvel

akkor a nem hibézas valoszintisége >1-— 2% >1— %, vagyis S, strd.
(e, ..., en) € BVY hogy VI € 2N-re | — ¢; € ¥, valamely i-re.

Az, hogy | — ¢; € X, ellenérizheté P-ben. Mar csak azt kell észrevenni, hogy az
utobbi bekezdés tartalma L egy >oP-beli nyelvként valo jellemzése, igy a bizonyitas
teljes. [ |
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