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Alternalé polinomialis id6
Emlékeztets. X, P, II,P

Definicié. Legyen T egy nem-detereminisztikus Turing-gép, amelyre S C Sy X
{3,V}, azaz minden allapoténak van egy komponense, ami egszisztencialis (3) vagy
univerzalis (V). Egy adott w-n gépiink lehetséges futésai szertedgaznak és egy fat
alkotnak, amely levelei az ELFOGAD/ELVET allapotokban van (ezek esetén az
univerzalis/egzisztencialis jelleg nem szamit). Ekkor T-t alterndlé Turing-gépnek
nevezziik.

Akér a nem-determinisztikus gépek esetén a kiszamolt érték (elfogadas/elvetés)
leirdsa problémas.

Definicié. Minden konfiguraciohoz egy értéket rendeliink. A leallo konfiguraciok
esetén az allapot mondja meg a kiszamolt értéket. Nem leallo konfiguraciok esetén
megnézziik milyen értéket rendeltiink a rakovetkez6khoz. Ha a konfiguracio allapota
univerzalis, ez akkor és csak akkor lesz elfogad6 cstcs, ha minden rakévetkezé konfi-
guracioja elfogadd. Ha a konfiguricio allapota egzisztencialis, ez akkor és csak akkor
lesz elfogadd csiics, ha van olyan rakovetkezs konfiguracidja, amely elfogado. A gép
egy w inputot akkor és csak akkor fogad el, ha a kiinduld konfiguracio elfogado.

Definicié Il. valtozat. Egy L nyelv X;P nyelvosztalyhoz tartozik, ha van olyan 6t
elfogado T' alternalé Turing-gép, amelyre teljesiil:

(P) minden futésa polinomialis az input hosszaban,
(32) a kiindul6 konfiguracié egzisztencialis,

(A;) minden futésa soran az egzisztencialis és univerzalis allapotok ¢ — 1-szer val-
toznak (i darab blokkban kovetkeznek)

Definicié. Egy L nyelv II;P nyelvosztalyhoz tartozik, ha van olyan 6t elfogadd T'
alternalo Turing-gép, amelyre teljesiil (P), (A;) és

(IT) a kiindulé konfiguracioé univerzalis.
A kovetkezd tételt bizonyitas nélkiil emlitjiik meg.

1. Tétel. A maltkor és a most bevezetett ;P és 11, P nyelvosztdlyok ugyanazok.
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Megjegyezziik, hogy azon konfiguraciok, amelyeknek egyetlen rékovetkezGje van
cimkézetlenek maradhatnak. Ugyanis akar 4 akar V cimkét kapnak a kiértékelésnél
egyetlen rakovetkezGijiik eredményét 6roklik, barmelyik kvantorral lassuk is el. Igy
beszélhetiink a XgP és IIyP nyelvosztalyokrol, amik ,mogott” 1évé Turing-gépek
determinisztikusak.

Eszrevétel. (i) YoP =I,P =P

(i) 4P = NP, II;P = co-NP

(iii) co-3;P =II;P, co-1I; P = X, P,

(iv) %,P C 81 P, 1L P, ILP C I, P, X P

Az utolso észrevétel egy kissé mésként is megfogalmazhato egy definicio segitsé-
gével.
Definicié.
AP =3,PNILP.
Ekkor Z[P C Ai+17) C Ei+1p, H{P C Ai_,_l,P C Hi+17).

Természetesen a fenti osztalyok indexe az alternalast korlatozza. Vehetjiik a
korlatozas nélkiili alternélé Turing-gépet.

Definicié. AP azokat az L nyelveket tartalmazza, amikhez van olyan L-et elfogado
alternalo Turing-gép, ami teljesiti (P)-t.

Elhagytuk az alternélas korlatozasara vonatkozo feltételt. Persze a polinomialis
futas korlatozza az alternaldsok szamat is. A kiindulé konfiguricioé tipuséara tett
feltétel elhagyasa természetes. Ha az alternalasok szama nem korlatozott, akkor a
kvantorok blokkjai elé/mogé egy 1j kvantor-blokk tehetd az elfogadott nyelv megval-
toztatasa nélkiil. Igy elérhetd, hogy egzisztencialis allapotbol induljon a gép (mint
ahogy az is, hogy univerzalisbol).

Emlékezteté.
PH - U’LENZZP

Az eddigi osztéalyok viszonyai konnyen szemléltethetSk
Eszrevétel. P C NP C PH C AP.
Bizonyitéas nélkiil megemlitjiik a kovetkezd fontos alaptételt.
2. Tétel. (i) AP =PSPACE,
(ii) QBF, a KVNATIFIKALT-BOOLE-FORMULA, nyelv teljes a AP és PSP.ACE

osztalyokra 1s.
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Nem-uniform polinomialis id6

Emlékeztets. L € P akkor és csak akkor ha van olyan {C,, }5° | polinomialis méret
hélézat sorozat, amely

(K) C, input bitjei X" elemeit kodoljak (w input kodja [w]| bitsorozat), tovabba
w € L akkor és csak akkor, ha C,([w]) = 1, azaz C,, w kodjan az 1 logikai
értéket szamolja ki,

(U) C, halozat kodja 1™ ismeretében L-ben kiszamolhato.

Az (U)-val jelolt feltételt uniformitdsnak nevezziik. Felmeriil az uniformitas sze-
a szamitas ketté van osztva, (K)-ban adott inputméret esetén 0-1 bitekkel torténd
egyszeri operalas torténik. Az, hogy a szamitias minden inputmeéretre egységesen ko-
dolt, az (U)-ban jelenik meg. A kovetkezd definicié motivacioja, hogy megprobalunk
a kombinatorikus Osszetevére koncentrélni.

Definicié. L € Prem-uniform akkor és csak akkor ha van olyan {C,,}%° ; polinomialis
meéretd halozat sorozat, amelyre (K) teljtesiil.

A nyelvosztaly egy kicsit furcsa az eddigiekhez képest. Kilog az eddig ismert
legb6vebb kiszamithatosaggal kapcsolatos S osztalybol, a felsorolhaté nyelvek osz-
talyabol. Ehhez legyen NS C N a természetes szamok egy nem felsorolhato rész-
halmaza. L = {1¢ : £ € NS} C ¥* nyilvdn nem felsorolhat6. Mésrészt nyilvan
halozatsorozattal kiszdmolhato: ha ¢ € NS, akkor a héalozat azaz egyszertd halo-
zat amelyik az Osszes valtozot ES-sel koti dssze, kiilonben pedig egy ellentmondést
(példaul x A —z-et) kiszdmolo halozat. A triikk a halozat sorozat rapszodikus, algo-
ritmikusan leirhatatlan valtakozasa.

Az alabbiakban a Prem-uniform oe7t4]y alternativ leirasait kozoljiik

3. Tétel. Az aldbbiak ekvivalensek:
(Z) Lc Pnem-um’form}

(11) L-hez van olyan taniszalagos Turing-gép, amely csak az input hosszadtol fiiggd
tanival elfogadtatja L-et. Azaz van olyan t, € XP™ és polinomidlis Turing-
9ép, hogy akkor és csak akkor teljesil, hogy w € L, ha T'(w,t,)) elfogado.

(iii) Alkalmas S ritka nyelvre L <" S.
A tétel utolsé pontjaban szerepld jeloléseket meg kell magyaraznunk.

Definicié. Egy S nyelv akkor ritka, ha benne az n hosszu szavak szama n-ben poli-
nomialis (azaz nagy n-re joval kevesebb mint a teljes lehetGségek [3|™ exponencialis
szama).

L —<£m”9 L’ a redukci6 egy erdsitett valtozata (az erdetihez képest, amit Karp

nevével is szoktak fémjelezni).

Definicié. L —<7T3“ng L’ ha van olyan polinomialis Turing-gép, ami w ismeretében
eldonti az L-hez tartozast, amennyiben kérdéseket tehet fel az L' nyelvbeliséggel
kapcsolatban. (Ezen kérdések feltétele utan, a kovetkezs konfiguracioban mar tudjuk
a valaszt, azaz 1 a koltsége az id6bonyolultsiag szempontjabol.)
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A fenti redukcié megvalositasat ugy lehet elképzelni, hogy egy 1j, kérdezd szala-
got vezetlink be. Erre irhatjuk fel azt a szot, aminek L’-beliségét szeretnénk tudni.
Egy uj ‘7’ allapotunk lesz. Ebbe jutva a gép a kivetkezs allapotban ‘BENNE-VAN’
vagy NINCS-BENNE ’ allapotba jut, a szerint, hogy a kérdezs-szalag tartalma L'-
beli, vagy nem. Az ilyen gépeket L’-orakulumos gépeknek nevezik. Az ezek altal
elfogadott nyelvosztaly jele PL". Természetesen mas nyelvosztalyokra is definialha-
tok ordkulumos gépek.

Bizonyitds. (i) = (ii) Legyen t, a megfelel§ halozat kodja. A (ii)-t igazold gép a
tanu alapjan rekonstrualja a héalozatot, kiértékeli w kodjan.

(11) = (iii) Legyen S = {t(n,i) : t, elsé ¢ karaktere} egy ritka nyelv. Konnyi
S-hez tartozasra kérdézéssel w-hoz kiszdmitani ?|,-t, aminek ismerete megoldja az
L-hez tartozéas kérdését.

(17i) = (i) Legyen S a megfelels ritka nyelv az (iii) feltételbsl. A polinomialis
redukalogép idGigényébdl egy tudott inputméret esetén fel tudjuk sorolni a leheséges
kérdések polinomialis hosszu listajat (a kérdezd-szalagra nem irhatunk polinomnal
hosszabb szot (nincs réa idénk)). A redukciot végrehajto gép szamolasat kodoljuk
héalozattal, ahogy azt korabban tettiik P-beli gépekkel (ezen része a konstukcionk-
nak uniform). Az egyetlen probléma az ordkulumhoz intézett kérdések szimulalasa.
A fentiek alapjan ez egy polinomhosszu kodlistahoz tartozéssal egyenértékd. Ezt
konnyd halozattal szimulalni (VAGY-olni kell az ,egyes szavakkal azonosnak lenni”
leirasat, ami a karakterenkénti egyezés ES-elése). Az L nyelvrsl csak a ritkasagot
tettiink /hasznaltunk fel. (Konstrukcionk ezen részénél nem beszélhetiink uniformi-
tasrol.) |

Karp, Lipton—Sipser-tétel
A SAT nyelv N'P-teljességének egy megfogalmazasa a kovetkezs allitas.
Emlékeztets. Ha SAT € P, akkor P = NP

Ennek interpretalasa a P # NP sejtés fényében, hogy ,nem varhato, hogy SAT
polinomialis id6ben megoldhaté”. De vajon a Prew-uniform oq7talvhoz tartozassal mi
a helyzet? A kovetkezd tétel azt allitja, ha hissziik, hogy a polinomiélis hierarchia
nem esik 6ssze, akkor SAT ehhez a nyelvosztalyhoz sem tartozhat hozza.

4. Tétel (Karp—Lipton, Sipser tétele). Ha SAT € Ppremuniform  gkkor T, P C
Yo P.

Bizonyitds. A feltétel alapjan tudjuk, hogy SAT kiszamolhato egy {C),} halozat-
sorozattal.

A bizonyitandéhoz legyen L € IlIyP, azaz alkalmas polinomidlis Turing-gépre
Vo € xreD3y ¢ YPleDT(w, 2, y) akkor és csak akkor teljesiil, ha w € L. Azt kell
bizonyitanunk, hogy L € 3,P. A tovabbiakban n := |w].

Legyen w™ = w,x. Az L-beli inputok II;P-beli leirasanak belseje

Jy € ST (W, y),

ami egy N'P-beli leiras, ha wt-t tekintjiik inputnak. Igy ez a probléma viszavezet-
het6 SAT-ra: kiszamolhatunk egy ¢(w') = ¢(w,x) CNF-formulat, ami akkor és
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csak akkor lesz kielégithets (Cy([p(w, z)]) = 1, ahol £ az w, x hossza, azaz n+p(n)),
ha w-hoz = olyan, hogy a belsé formula igaz legyen.
Egy OTLET: Tippeljiik meg C, kodjat. Nem lesz j6 az L nyelv lefrasara a
kovetkez§?
3[CAVz € 2PN C(Tp(w, 2)]) = 1,

ahol Cy az a Turing-gép, ami [C,|-bdl kicsomagolja Cy-et és kiértékeli azt, majd
teszteli, hogy az 1 bitet szamoltuk-e ki.

Ha w € L, akkor minden rendben van: a jo tipp elfogadéashoz vezet. Ha w ¢ L,
akkor a Cy tipp rossz, de ez lehet egy vad rosszsag. Otletiink finomitésra szorul.

5. Lemma. Legyen Cy eqy hdlozat. Ekkor polinomidlis iddben kiszdmolunk eqy C,
hdlozatot, ami a kovetkezdket tudja:

(1) ha Cy a SAT-ot oldotta meg, akkor Cy is,
(ii) ha 6'5 az 1 bitet szamolja ki, akkor kielégithetd formulat kodol az input.

A lemma bizonyitasa utan mar készen vagyunk az L nyelv leirasara Yo P nyelvvel:
3[C Ve € PN Cy([p(w, 2)]) = 1,

ahol C, az a Turing-gép, ami [Cy]-bol kicsomagolja Cp-et, a lemma alapjan egyik
iranyban hibajavitova teszi és kiértékeli azt a redukalt bels6 részen, majd bejelenti,
hogy az 1 bitet szamoltuk-e ki. [ |

Mahaney-tétel

A Karp—Lipton, Sipser tételében szerepd feltételt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy
SAT <71;uring S valamely S ritka nyelvre. Mi torténik, ha nem Turing, hanem az
eredeti/Karp redukcioval dolgozunk? (Azaz erésebb feltételiink van.) ElGadason
nem szerepelt, de természetes folytatéas lett volna a kovetkez§ tétel.

6. Tétel (Mahaney-tétel). Tegyiik fel, hogy SAT < S walamely ritka nyelvre.
Ekkor P = NP.

Bizonyitds. ElGszor a SAT egy élesitését fogalmazzuk meg. Ehhez definidlunk egy
rendezést {0,1}=" halmazon, a legfeljebb n hosszi 0-1 szavakon. (A pontosan n
hosszt 0-1 szavakon van egy természetes rendezés: értelmezziik kettes szamrendszer-
beli szamként és N-bgl 6rokitsiik a rendezést, vagy masképpen az elsé (balrol-jobbra
menve) eltérd bit dont.)

Definicié. =,y € {0,1}=" esetén x < y, ha z és y els eltérs bitje 0 az x-ben és 1
az y-ban vagy pedig y valodi kezdGszelete z-nek.

Példa. {0,1}=? rendezett sorrendje:
000,001,00,010,011,01,0, 100, 101, 10, 110, 111,11, 1, €.

Definicié. Legyen SAT* az a nyelv, amely inputja egy ¢ CNF-et (n a véltozd
szdm) és egy t € {0,1}=" sz6t tartalmaz. Pontosan akkor kell elfogadni, ha van
olyan b € {0, 1}" kielégits értékadas, amire b < ¢.
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Nyilvan ha a (p,€) inputrol dontjik el a SAT*-hoz tartozasat, akkor ¢ kielé-
githetGséget dontjiik el. De az is nyilvanvalo, hogy SAT* is N'P-beli. Specialisan
SAT* < SAT (SAT NP-teljes). Igy feltételiink miatt SAT* < S a tétel feltételét
bizonyit6 S ritka nyelvre.

Polinom idében megoldjuk a SAT problémat: A leirand6 eljarés soran majd a ¢
input és mellé irt legfeljebb n hosszt bitsorozaton futtatjuk a redukciés algoritmust.
Ez alapjan becsiilhetjiik a redukcié soran S-bél kapott értékeket ¢(n)-nel valamely
t polinommal (ahol n az inputformula véaltozoszama).

Algoritmusunk futasa alatt mindig lesz egy polinomialis hosszi listank {0, 1}="
elemeibdl, amelyek hossza mindig ugyanaz lesz (a futas soran egyenletesen fog néni).
Kezdélistank tartalmazza azon hosszt 0-1 sorozatokat, amik ugyanolyan hossztuak és
szamuk éppen t(n) felett van. (Listank hossza legfeljebb 2t(n).) Mindegyik elemre
végezziik el a Karp-redukciot. Ha egy érték tobbszor fordul els, akkor csak a legelsé
0-1 sorozatot hagyjuk listankon azok koziil, amelyek ugyanazon sorozatra vezetGdtek
vissza. Ha listank tual hosszu, akkor csak az utolso t(n) darab elemét tartjuk meg.
Ezzel elértiik, hogy listank hossza legfeljebb ¢(n) legyen.

Vegytik listank elemeinek Osszes 1 bittel valo kiterjesztettjét. Legfeljebb 2t(n)
hosszu listahoz jutunk és ismételjiik meg korabbi lépésiinket.

Ahogy az ismételgetést végezziik 0-1 sorozataink hossza 1-gyel né. Ismételgessiik
ezt addig, amig teljes kiértékeléseink lesznek (legfeljebb t(n) sok). Ezek mindegyi-
kére ellenérizziik kielégiti-e p-t. Ha barmelyik kiélegits értékadés, akkor elfogadjuk
az inputot. Kiilonben elvetjiik.

Eljarasunk nyilvan polinomiélis. Csak helyességét kell ellenérizni. Egyetlen mo-
don tévedhet: Egy kielégithets formulét elvet. Belatjuk, hogy ha p-nek van kielégité
értékadasa, akkor az els6 (lasd rendezésiinket) ilyen értékadéas megfelels hosszi kez-
dészelete listankon lesz.

Ez kezdetben nyilvan teljesiilt. A duplikditumok kihizéasa sordn nem veszthettiik
el. Kés6bb csak ugy lehetett baj, ha nala nagyobb elem ¢(n) elem volt a listankon,
amik kiilonboz6 elemekre redukalodtak. Mindegyik ilyen elem nagyobb mint az
els kielégits értékadasunk. Igy a redukciéjuk S-beli elemhez kellett hogy vezessen.
A kaphato S-beli elemek szama viszont maximum #(n) lehet. Az ellentmondas az
algoritmus helyességét és igy a tétel igaz mivoltat bizonyitja. |
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