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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

A bonyolultsagelmélet fontos kérdése, hogy a kiilonb6z6 nyelvosztalyok hogyan vi-
szonyulnak egymaéashoz a tartalmazasi relaciéra nézve. Az Immerman-Szelepcsényi
tétel eszkozt ad arra, hogy az N'L és a co-N L osztalyokat osszehasonlitsuk.

Emlékeztets. Legyen G irdnyitott graf, legyen tovabba s,t a graf két csicsa. Ek-
kor az ELERHETOSEG nyelv pontosan azokat (é, s, t) harmasokat tartalmazza,

amelyekre létezik st 1t G-ben.

Az ELERHETOSEG nyelv N L-teljes nyelv.
1. Tétel (Immerman-Szelepcsényi, 1987). ELERHETOSEG € co-NL.

Megjegyzés. A tétel allitasa kifejtve: Létezik olyan T Turing-gép, hogy tetszéle-
ges (C_j, s,t) hérmasra, ha G-ben nincs st ut, tehat (C_j, s,t) ¢ ELERHETOSEG,

akkor van T-nek olyan futasa, ami felismeri ezt, ha pedig van G-ben st ut, tehat
(é, s, t) € ELERHETOSEG, akkor T-nek minden futasa a ,NEM-STIMMEL” &l-
lapotban végzddik, tovabbéa T' logaritmikus tarat hasznéal.

Bizonyitas. Jelolje N; azon cstucsok szamat, melyek az s cstucsbol legfeljebb i 1épés-
ben elérhetSek (az ilyen csticsokre mint i-elérhetGekre hivatkozunk). Ha N; értékét
ismerjiik, akkor fel tudjuk sorolni az i-elérhets cstucsokat, amely felsorolasbol meg-
kaphatjuk az (i + 1)-elérhetd cstcsok egy felsorolasat, és igy N1 értékét. Nyilvan-
valoan s-bél 0 lépésben csak s-t érhetjiik el, igy Ny = 1.

Ha egy v cstcs elérhets az s csicsbol, akkor létezik a G grafban egy legfeljebb
|V| — 1 hosszt s0 at. Tehat az s-bol elérhetd csticsok halmaza megegyezik az s-bdl
legfeljebb [V| — 1 lépésben elérhetd cstucsokkal. Kévetkezésképpen Njyj—1 = Ny
Vil4dgos, hogy, ha N; = N, ; valamely i-re, akkor az i-elérheté csucsok halmaza
megegyezik az Osszes elérhetd csiics halmazaval.

Az algoritmus pontosabb leirdasa: A munkaszalagra vigyiik fel az i értéket melyre
ki akarjuk szdmolni N;-t és a méar ismert N;_; értéket, majd egy szamlalot, amely
az IN; értékét fogja felvenni.

EHEARSEIRAEI

Célunk ezen helyzet elérése, amennyiben az N; ; érték ,,meghizhatd”. Az N;-nek
fenntartott hely egy szamlalo, ami kezdetben 0. Egy jelolt-teriileten minden v € V'
csucsra ellendrizziik, hogy az (i — 1)-elérhets csicsok valamelyikének szomszédja-e.
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Ha igen, akkor noveljiik meg a szamlalo értékét 1-el. A jelolt teriilet csak O(logn)
nagysagu. Egyszerre egy csucsot tartalmaz, ha a jeldletet elvetettiik vagy pedig
a jelolt elfogadtuk (és a szamlalot megnoveltiik), akkor a helyére irjuk a kévetke-
z6 u-t. A jelolt tesztelésére kodjaik nagysig szerinti sorrendjében felsoroljuk egy
listazas-tertileten az (i — 1)-elérhets cstucsokat (NEM-DETERMINIZMUS haszna-
lata és O(logn) tarigény, az el6z6 filozofiaval). Felsorolasunk soran bizonyitjuk,
hogy listazasunk aktualis csticsa (i — 1)-elérhets (bizonyito-tertiletre van sziiksé-
giink, ahol NEM-DETERMINIZMUS-t hasznalunk és az elérési uthoz O(logn) a
tarigényiink az el6z6 filozofiaval, tovabba egy szamlalot tartunk fel a legfeljebb ¢ — 1
lépés betartasahoz). Amennyiben listank v; aktudlis cstcsarol kideriilt, hogy va-
loban (i — 1)-elérhetd, akkor egy lista-szamlalo-teriileten 16vs szamlalot noveljiik,
TOVABBA megtorténhet az u jellt egy tesztelése: ,»V;-bol vezet-e él u-hoz”. Ha
igen, akkor u az i-elérhetd csicsok listdzasanak kovetkezs eleme. Az ezeket szam-
1416 szamlalot noveljiik és a kovetkezG cstucsot vessziik sorra, amig az Osszest at
nem néztiik. Ha nem, akkor a listazési teriileten el6vessziik v;i-et, amirél bizo-
nyitjuk korrektségét és haladunk tovabb. A tesztek sora akkor ér véget, amikor az
(1 — 1)-elérhetd cstucsok szamlaloja elérte N;_j-et. Ha az utolsé teszten se halad
at u, akkor a kovetkezs csucs kovetkezik (az i-elérhetd csicsok listazasa sordn nem
tortént semmi, u-t atugortuk).
A munkaszalag egy rovid szakasza, a jelolt-teriilet és listazas-teriilet hatéara:

Fent egy ,jog-kovets” futéast irtunk le. Azaz a tippelt (i — 1)-elérhets cstcsok
valoban azok voltak. A hozzajuk tartozo bizonyito-teriileten valoban sorban egy
rovid elérési it pontjait tipppelte meg gépiink. Ha ez nem igy torténik, akkor
gépiink ezt észreveszi és ,,NEM-STIMMEL” &allapotba kertil.

Ha eljutunk az Osszes jelolt cstcs tesztelése végéig (a NEM-STIMMEL éalla-
pot elkeriilésével), akkor amennyiben N; ; értéke korrekt volt N; értéke is az. Ha
N; = N;_4, akkor csak annyit kell ellenérizniink, hogy ¢ szerepel-e pozitivan tesztelt

jelolt-cstcsok kozott. Ha nem, akkor ezzel a futéssal igazoltuk, hogy (C_j, s,t) ¢

ELERHETOSEG. A (C_j, s, t) € ELERHETOSEG esetén ilyen futas nincs.
A teljes tarigény természetesen O(logn). [ |

Az ELERHETOSEG nyelv teljessége miatt a kivetkezd allitas nyilvanvalo.
2. Koévetkezmény. N'L = co-N L.

Természetesen a fenti algoritmus/nem-determinisztikus eljaras barmilyen nem-
determiszitikus gép konfiguracio grafjara alkalmazhato (feltessziik, hogy a tarigényt
egy szép/kezelhetd fliggvény irja le). Igy a kovetkezs kovetkezményhez jutunk:

3. Kovetkezmény. Ha s(n) szép tdarfigguény és s(n) > log(n), akkor
NSPACE(s(n)) = co-NSPACE(s(n)).

Probléemak NP és PSPACE kozott

A kovetkezGkben olyan problémékra néziink példakat melyekrdl tudjuk, hogy PSPACE-
beliek, azonban nyitott kérdés, hogy NP-be esnek-e.
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Definicié. Legyen V egy valtozohalmaz. Legyen V a negalt véltozok halmaza és
L = VUV a literalok halmaza. Ekkor a C' C V UV alakt halmazokat klézoknak
nevezzik. Minden diszjunktiv normalformét felfoghatunk klozok 6sszeségeként (azaz
egy halmazrendszerként L felett). Ha ¢ = V,;¢;C;, akkor a ¢ DNF hossza alatt a
lo| = > ;|G| értéket értjiik. Minden ¢ DNF-hez hozzarendelhetiink egy f, :
{0,13VI — {0,1} fiiggvényt, amely a V-beli valtozok minden kiértékelés¢hez ¢
értékét rendeli.

Példa. Egy adott diszjunktiv normalformérol azt akarjuk ellendrizni, hogy a ve-
le minden kiértékelésben megegyez6 diszjunktiv normalforméak koziil az adott-e a
legrévidebb.

OPT-DNF = {¢ DNF | Vi) DNF, 4| < |¢]| esetén fy, # f,}

Definicié. Legyen V tetszéleges halmaz, H C P(V). Azt mondjuk, hogy A C V
telitett, ha barmely R C A esetén létezik E € H, hogy R= AN E.

dimy.cs(H) = max{A C V| A telitett }.

Megjegyzés. A ‘H halamzrendszer tomor kodolésa alatt a kovetkezdt értjiik. Legye-
nek v, p olyanok, hogy 2v71 < |V] < 2¥, és 2#~1 < |H| < 2#. Ekkor a csticsokat, azaz
V elemeit kddolhatjuk legfeljebb v hosszi 0-1 sorozatokkal, mig ugyanezt megtehet-
jik az élekre legfeljebb u hosszu 0-1 sorozatokkal. Legyen f : {0,1} x {0, 1}* —
{0, 1} olyan fliggvény, mely megmondja hogy egy adott ¢l illeszkedik-e egy adott
csucsra. Ez az fy fliggvény egy C halozat segitségével kiszamithato. A (|V], |E|,C)
hatmast nevezziik H tomor kodolasanak. Jelolése "H . Egyszert grafok tomor kodo-
lasdhoz mindossze a csticsokat kell kodolnunk és egy olyan fiiggvényt kiszamitanunk
mely két adott cstcsrél megmondja, hogy azok szomszédosak-e.

Példa. Egy halmazrendszerrdl szeretnénk eldonteni, hogy egy adott értékket meghalad-
e a V-Cs dimenzibja.

V-CS DIM = { (‘K ', k)| dimy.cs(H) > k}.

Példa. Egyszert grafokban szeretnénk meghatarozni a maximalis fliggetlen pont-
halmaz grafparaméter értékét. Tudjuk, hogy

{(G,k)| a(G) > k} e NP, és {(G,\)]| a(G) < A} € co-NTP.

A PONTOS-FUGGETLEN-PONTHALMAZ nyelvrél, melynél az az eldontends
kérdés, hogy az a(G) grafparaméter értéke megyegyezik-e egy adott értékkel csak
annyit tudunk hogy NP és egy coNP-beli nyelv metszete, specidlisan PSPACE-
beli.

Vegyiik észre hogy a példakat felfoghatjuk tigy mint P-beli problémak, melyeket
univerzalis és egzisztencialis kvantorokkal toldottunk meg. Hiszen

w € OPT-DNF, ha ¥ 3z [ DNF [¢)] < |g| — fy(2) # fo(@)],

w€ V-CSDIM, ha JAVR IE [E€ H,RC A, és R= AN E],

w € PFH, ha 3I VJ [|I| = k, I fiiggetlen, |J| > k — J nem fliggetlen] .
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Emlékeztetd. Talén tobb hallgato széméra hasonlosag mutatkozik a nem-determinsiztikus
szamitas tantszalagos valtozatara. Ez alapjan L akkor és csak akkor NP-beli, ha
alkalmas polinomialis Turing-gépre

w € L akkor és csak akkor, ha 3 polinomialis hossza 7 : T'(w, 7),
tovabba L akkor és csak akkor coNP-beli, ha alkalmas polinomidlis Turing-gépre

w € L akkor és csak akkor, ha V polinomialis hossza 7 : T'(w, 7),

Polinomialis hierarchia

Az el6z6 észrevételeink megalapozzak a kovetkezd két definiciot.

Definicié. ;P ={L | w € L < Pz Yy P ... QPx; T(w,z1,29,...,2;)},
ahol a kvantorok p fels6 indexe egy polinom, ami azt jelenti hogy a kvantor utén
allo z a S P1“V halmazbol keriil ki.

Definicié. II,LP ={L | w € L <= YPx; Py Va3 ... QPx; T(w,x1,29,...,7;)}
Megjegyzés. SoP =II,P = P, és 1P = NP, II; P = coN'P.

Eszrevétel. A fenti definiciokhoz tartozo példakban szerepls kvantorsorozathoz j
kvantorokat adva, amelyek , fal’-valtozokra hivatkoznak ugyanazon nyelv leirdsdhoz
jutunk. Formalisan II;P C ¥;,1P, ¥;P C 11,1 P.

Ezen észrevétel alapjan kétféleképpen is leirhatjuk a polinomialis hierarchianak
nevezett nyelvosztalyt:

Definicié. Polinomialis hierarchia alatt a

PH=JzP =P

1€eN 1€N

nyelvosztalyt értjiik
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