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NP-teljes problémák
k-SAT a következ® probléma: adott egy konjunktív normálforma, amelyben mindenklóz legfeljebb k literált tartalmaz (k-CNF). Kielégíthet®-e?1. Tétel. 3-SAT NP-teljes.Bizonyítás. 3-SAT ∈ NP triviális (a SAT speiális esete).3-SAT NP-nehéz: SAT visszavezetése 3-SAT-ra (emlékeztet®ül: egy SAT → 3-SAT: C 7→ C′ polinom id®ben kiszámítható függvény kell, amelyre teljesül, hogy C ∈SAT ⇔ C′ ∈ 3-SAT). A hozzárendelés a következ® lesz: a C = 〈z1, . . . , zk〉 klózravezessünk be y1, . . . , yk új változókat és a következ® klózokat vegyük fel C′-be:

〈y1, z1〉, 〈yi−1, yi, zi〉, 〈yk〉 (i = 2, . . . , k). Ezt minden C-beli klózra végezzük el.Amit kapunk, az egy 3-CNF. A következ®ket kell belátni:(i) C′ meghatározható (C kódjának hosszában) polinomiális id®ben. Ez nyilván-való.(ii) C pontosan akkor kielégíthet®, ha C′ az:Ha C kielégíthet®, akkor vegyük egy kielégíthet® kiértékelését. C = 〈z1, . . . , zk〉klóz esetén legyen zi a klózban az els® igaz literál. Ekkor zi értékeit megtartva,
y1 = . . . = yi−1 = h és yi = . . . = yk = i kiértékelés jó lesz. Másik irány: C′-neknins olyan kielégít® kiértékelése, amelyben valamely C-beli C = 〈z1, . . . , zk〉klóz esetén z1 = . . . = zk = h lenne, mivel az (〈y

1
〉, 〈yi−1, yi〉, 〈yk〉 : (i =

2, . . . , k)) formula kielégíthetetlen.
�Megjegyzés. Gyakorlaton láttuk, hogy 2-SAT ∈ coNL.Gráfelméleti problémákDe�níió. k-SZÍNEZHET�SÉG a következ® probléma: adott egy gráf, kiszínezhet®-e k színnel?2. Tétel. 3-SZÍNEZHET�SÉG NP-teljes.
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Bizonyítás. 3-SZÍNEZHET�SÉG ∈ NP: tanú egy színezés, polinom id®ben ellen-®rizhet®, jó színezés-e.3-SZÍNEZHET�SÉGNP-nehéz: 3-SAT-ot vezetjük rá vissza. C 3-CNF-hez hoz-zárendeljük GC gráfot, amely súsai u, v, C változói és azok negáltjai, és minden C ∈
C klózra C1, C2, C3, C4, C5. GC élei a következ®k lesznek: uv, minden xi változóra
xixi, uxi és uxi, illetve minden C = 〈z1, z2, z3〉 klózra C1C2, C2C3, C3C4, C4C5, C5C1,
C1z1, C2z2, C3z3, C4v, C5v. Könny¶ ellen®rizni, hogy GC polinom id®ben meghatá-rozható, és pontosan akkor 3-színezhet®, ha C kielégíthet® (felhasználva azt az ész-revételt, hogy z1, z2, z3, v 3-színezése pontosan akkor terjeszthet® ki C = 〈z1, z2, z3〉klózhoz tartozó ötszögre jó színezésként, ha a 4 sús színe nem azonos). �Megjegyzés. Gyakorlaton láttuk, hogy 2-SZÍNEZHET�SÉG ∈ coNL.3. Tétel. SÍKGRÁF 3-SZÍNEZHET�SÉGE NP-teljes.Vázlat. NP-beliség triviális.SÍKGRÁF 3-SZÍNEZHET�SÉGE NP-nehéz: 3-SZÍNEZHET�SÉG-et vezetjükrá vissza. Lerajzolás után a keresztez®d® éleket kell helyettesíteni az alábbi kisgrá�al:

Azt kell meggondolni, hogy megtehet®k a helyettesítések úgy, hogy nem hoznakbe új metszéseket, és a keletkezett gráf pontosan akkor 3-színezhet®, ha az eredetiis. �Megjegyzés. A 2-színezhet®ség coNL-beli, síkgráfokra a 4-színezhet®ség triviális anégyszíntétel (Appel, Haken 1977) alapján.De�níió. SZÍNEZÉSI PROBLÉMA: adott egy G gráf és egy k természetes szám.Van-e G-nek jó k-színezése?4. Tétel. SZÍNEZÉSI PROBLÉMA NP-teljes.Bizonyítás. SZÍNEZÉSI PROBLÉMA ∈ NP: tanú egy színezés, polinom id®benellen®rizhet®, jó színezés-e.A SZÍNEZÉSI PROBLÉMA NP-nehéz, mivel a 3-SZÍNEZHET�SÉG általáno-sítása. �De�níió. FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ: adott egy G gráf és egy k természetesszám. Van-e G-ben k-elem¶ független súshalmaz?5. Tétel. FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ NP-teljes.Bizonyítás. FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ ∈ NP: tanú egy független súshal-maz.FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ NP-nehézségére két bizonyítást adunk.7-2



I. SAT visszavezetése: C = (C1 = 〈z1,1, . . . , z1,r1
〉, . . . , Ck = 〈zk,1, . . . , zk,rk

〉) 7→
(GC, k) ((i, j) jelentése: i-edik klóz j-edik literálja), V (GC) = {(i, j) : i ≤ k, j ≤ ri},
E(GC) = {(i, j), (i′, j′) : i = i′ vagy zi,j = zi′,j′}. Könny¶ meggondolni, hogy GCpolinom id®ben meghatározható és pontosan akkor van benne k elem¶ függetlenhalmaz, ha C kielégíthet®, mivel kiértékelés akkor kielégít®, ha minden klózból kitudunk választani egy igaz literált (az élek garantálják, hogy változó és negáltjaegyszerre ne szerepeljenek, illetve minden klózból legfeljebb egy literált válasszunk).II. SZÍNEZÉSI PROBLÉMA visszavezetése: (G, k) 7→ (G′, |V (G)|), ahol V (G′) =
{(v, i) : v ∈ V (G), i ∈ [k]} (itt (v, i) jelentése az, hogy v az i színt kapja), E(G′) =
{(v, i)(v′, i′) : v = v′, i 6= i′ vagy vv′ ∈ E(G), i = i′} (vagyis: élek a tiltások, til-tott, hogy egy sús több színt kap vagy összekötött súsok azonos színt kapnak).Könny¶ meggondolni, hogy G′ és |V (G)| is polinom id®ben meghatározható, és pon-tosan akkor van G′-ben |V (G)| elem¶ független halmaz, ha G gráf k-színezhet®. �Megjegyzés. Szemben a SZÍNEZÉSI PROBLÉMÁval, ha k nem az input része,hanem konstans, akkor az így kapott k-FÜGGETLEN HALMAZ probléma márpolinom id®ben megoldható.De�níió. KLIKK probléma: adott egy G gráf és egy k természetes szám. Van-e
G-ben k méret¶ klikk?De�níió. LEFOGÓ PONTHALMAZ: adott egy G gráf és egy k természetes szám.Van-e G-ben k-elem¶ lefogó ponthalmaz?6. Következmény. KLIKK és LEFOGÓ PONTHALMAZ NP-teljesek.Bizonyítás. Ekvivalensek a FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ problémával. �Halmazrendszerekkel kapsolatos problémákDe�níió. LEFOGÁSI FELADAT: adott egy H halmazrendszer és egy k termé-szetes szám. Van-e H alaphalmazának k-elem¶ részhalmaza, amely minden H-belihalmazt metsz?7. Tétel. LEFOGÁSI FELADAT NP-teljes.Bizonyítás. NP-beliségre tanú egy ponthalmaz. A probléma NP-nehéz, mivel agráfelméleti LEFOGÓ PONTHALMAZ általánosítása. �De�níió. LEFEDÉSI FELADAT: adott egy H halmazrendszer és egy k természetesszám. Lefedhet®-e H alaphalmaza, V (H) k darab H-beli halmazzal?8. Tétel. LEFEDÉSI FELADAT NP-teljes.Bizonyítás. Ekvivalens a LEFOGÁSI FELADATtal (duális feladatok). �De�níió. FÜGGETLEN PONTHALMAZ: adott egy H halmazrendszer és egy ktermészetes szám. Van-e V (H)-nak k-elem¶ részhalmaza, amelynek nem része H-beli halmaz?De�níió. ER�SEN FÜGGETLEN PONTHALMAZ: adott egy H halmazrendszerés egy k természetes szám. Van-e V (H)-nak k-elem¶ részhalmaza, amelyben seme-lyik kett® nins egy H-beli halmazban? 7-3



9. Tétel. FÜGGETLEN PONTHALMAZ és ER�SEN FÜGGETLEN PONTHAL-MAZ problémák NP-teljesek.Bizonyítás. NP-beliségre tanú egy ponthalmaz. NP-nehéz mindkét probléma, mi-vel a gráfelméleti FÜGGETLEN CSÚCSHALMAZ probléma általánosításai. �De�níió. FÜGGETLEN ÉLHALMAZ: adott egy H halmazrendszer és egy k ter-mészetes szám. Van-e H-ban k olyan halmaz, amelyek páronként diszjunktak?10. Tétel. FÜGGETLEN ÉLHALMAZ NP-teljes.Bizonyítás. Ekvivalens a ER�SEN FÜGGETLEN PONTHALMAZzal (duális prob-lémák). �De�níió. PONTOS PARTÍCIÓ (PARKETTÁZÁS): adott egy H halmazrendszerés egy k természetes szám. Van-e H-ban k olyan halmaz, amelyek V (H) partíiójátadják?11. Tétel. PONTOS PARTÍCIÓ NP-teljes.Bizonyítás (Gyakorlaton szerepelt). NP-beliségre tanúk a megfelel® halmazok.Az NP-nehézség belátásához a FÜGGETLEN ÉLHALMAZ problémát vezet-jük rá vissza. Feltehet®, hogy a FÜGGETLEN ÉLHALMAZ probléma inputja s-uniform, különben legfeljebb polinom sok pont hozzávételével (úgy, hogy a különböz®halmazok b®vítései diszjunktak legyenek) uniformmá tehetjük a halmazrendszert. Avisszavezetés: (H, k) 7→ (H ′, k′), ahol V (H ′)-t úgy kapjuk, hogy V (H)-hoz hozzáve-szünk |V (H)|−ks új súsot, H ′ elemei pedig H elemei és minden régi-új súspárraegy-egy ®ket tartalmazó kételem¶ halmaz. k′ := |V (H)| − (s − 1)k. Könny¶ meg-gondolni, hogy H ′ polinom id®ben megkonstruálható, és pontosan akkor van benne
k′ halmaz, amelyek V (H ′) partíióját adják, ha H-ban van k páronként diszjunkthalmaz. �De�níió. PARTÍCIÓ: adott egy H halmazrendszer. Van-e H-nak olyan részhal-maza, amely V (H) partíióját adja?12. Tétel. PARTÍCIÓ NP-teljes.Bizonyítás. NP-beliségre tanúk a megfelel® halmazok.Az NP-nehézség igazolásához a PONTOS PARTÍCIÓt vezetjük vissza a prob-lémára. (H, k) 7→ H ′, ahol V (H ′) = V (H) ∪ [k], H ′ = {h ∪ {i} : h ∈ H, i ∈ [k]}.Könny¶ látni, H ′ polinom id®ben megkonstruálható és pontosan akkor van bennepartíió, ha H-ban van k elem¶ partíió. �De�níió. HALMAZRENDSZEREK-2-SZÍNEZHET�SÉGE: adott egy H halmaz-rendszer. Kiszínezhet®k-e V (H) elemei két színnel, hogy semelyik H-beli halmaz nelegyen monokromatikus?13. Tétel. HALMAZRENDSZEREK-2-SZÍNEZHET�SÉGE NP-teljes.Bizonyítás. NP-beliségre tanúk a megfelel® halmazok.Az NP-nehézség bizonyításához a PONTOS PARTÍCIÓt vezetjük vissza a prob-lémára: 7-4



(H, k) 7→ H ′, ahol V (H ′) = H ∪ {p, z} (p színe piros, z színe zöld, a zöld súso-kat választjuk a partíióba), H ′ = {{p}∪{h : v ∈ h ∈ E} : v ∈ V (H)}∪{{z, hi, hj} :
hi∩hj 6= ∅}∪{pz}. Az unió els® tagja fogja biztosítani, hogy minden sús le legyenfedve a partíióban, a második tagja eredményezi, hogy metsz® halmazok egyszerrenem kerülnek a partíióba. Ez alapján könny¶ látni, hogy H ′ polinom id®ben meg-konstruálható, és pontosan akkor 2-színezhet®, ha H-ban van k páronként diszjunkthalmaz, amelyek V (H) partíióját adják. �De�níió. HALMAZRENDSZEREK SZÍNEZÉSI PROBLÉMÁJA: adott egy Hhalmazrendszer és egy k természetes szám. Kiszínezhet®k-e V (H) elemei k szín-nel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen monokromatikus?14. Tétel. HALMAZRENDSZEREK SZÍNEZÉSI PROBLÉMÁJA NP-teljes.Bizonyítás. AHALMAZRENDSZEREK-2-SZÍNEZHET�SÉGÉ-nek általánosítása.

�Egyéb problémákDe�níió. DIOPHANTOSZI EGYENL�TLENSÉGRENDSZER: adott egy Ax ≤ begész együtthatós lineáris egyenl®tlenségrenszer. Van-e megoldása egész számokban?15. Tétel. DIOPHANTOSZI EGYENL�TLENSÉGRENDSZER NP-teljes.Bizonyítás. NP-beliségre tanú egy megoldás.Az NP-nehézség bizonyításához a SAT-ot vezetjük vissza a problémára: adottegy konjunktív normálforma. Minden xi változóra bevezetjük a 0 ≤ xi ≤ 1, ésminden 〈z1, . . . , zk〉 klózra a t1 + . . .+ tk egyenl®tlenséget, ahol ti = xj , ha ti = xj és
ti = 1−xj , ha ti = xj. Könny¶ látni, hogy az egyenl®tlenségrendszer polinom id®benmegkonstruálható, és pontosan akkor megoldható, ha a konjunktív normálformakielégíthet®. �De�níió. RÉSZLETÖSSZEG PROBLÉMA: adott egész számok A halmaza és egy
b egész szám. Van-e A-nak olyan részhalmaza, amely összege b?16. Tétel. RÉSZLETÖSSZEG PROBLÉMA NP-teljes.Bizonyítás. NP-beliségre tanú A egy részhalmaza.Az NP-nehézség bizonyításához a PARTÍCIÓt vezetjük vissza a problémára.Legyen V (H) = {0, . . . , n−1}. A visszavezetés H 7→ (A, b), ahol A = {a1, . . . , a|H|},
q = |H| + 1 és minden Ai ∈ H-ra ai =

∑
j∈Ai

qj, továbbá b = 1 + q + . . . + qn−1.Könnyen látható, hogy A és b polinom id®ben megadható, és pontosan akkor van A-nak olyan részhalmaza, amely összege b, ha H-nak olyan részhalmaza, amely V (H)partíióját adja, mivel b felírása q-as számrendszerben egyértelm¶. �További NP-teljes problémákAz alábbi problémák mindegyike NP-teljes. Ezek nem szerepeltek el®adáson. Csakmegemlítjük az érdkl®d® olvasóknak és ötletet adunk az igazoláshoz.De�níió. HAMILTON-ÚT: adott egy gráf. Van-e benne Hamilton-út?7-5



Ötlet. Szokásos visszavezetés: 3-SAT.De�níió. HAMILTON-KÖR: adott egy gráf. Van-e benne Hamilton-kör?Ötlet. Szokásos visszavezetés: SAT, LEFOGÓ PONTHALMAZ.De�níió. HÁRMASÍTÁS: adott három azonos méret¶ halmaz és ennek transzver-zálisaiból álló 3-uniform halmazrendszer. Van-e a halmazrendszernek olyan részhal-maza, amely a három halmaz uniójának partíióját adja?Ötlet. Szokásos visszavezetés: 3-SAT.De�níió. 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTÍCIÓ: adott egy 3-uniformhalmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza, ami az alaphalmaz partíiója?Ötlet. HÁRMASÍTÁS általánosítása.De�níió. HÁTIZSÁK: Adott tárgyak T halmaza. Minden t ∈ T tárgyhoz tartozikegy Vt térfogat és egy vt érték (vt, Vt ∈ N). Adott egy hátizsák, amelybe legfeljebb Hössztérfogatú tárgyakat pakolhatunk. Továbbá adott egy L értékhatár. (H, L ∈ N.)Kiválasztható-e T egy részhalmaza úgy, hogy elférjen a hárizsákban és összértékelegalább L legyen?Ötlet. Szokásos visszavezetés: 3-UNIFORM HALMAZRENDSZER PARTÍCIÓ.De�níió. LÁDAPAKOLÁS: adott egész számok A halmaza, egy b és egy c egészszám. Meg lehet-e adni A egy legfeljebb b osztályú partíióját, amelyben mindenosztály összege legfeljebb c?Ötlet. Szokásos visszavezetés: HÁRMASÍTÁS.
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