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Tovabbi példak, redukcidok

Példa 3-SZINEZHETOSEG. Inputként egys gréafot kapunk, melyil el szeretnénk donteni,

hogy 3 szinnel 6l szinezltiet, vagyis xy(G) <37
3-SZINEZHETOSEG NP,

azaz alkalmas, nemdeterminisztikus, polinomiakgiidINPUT méretben)l Turing-gép esetén
« GO3-SZINEZHETOSEG = létezik r tanUszalag tartalom, hod(, 7 -t)elfogadja T

« GO3-SZINEZHETOSEG= nem létezik ilyenr .
Legyenr a csucshalmaz egy 3-szinezése.

Kérdés, hogyl Turing-gépr szalagtartalma/(G) - {1,2,3} fliggvényt kédol-e. Ha igen,
akkor az is kérdéses, hogy ez j0 szinezés e. Ban@zés, akkor ELFOGAD, kilonben NEM

STIMMEL éllapotba Iép.

Mind a mai napig megoldatlan kérdés, hogy 3-SZINEZASEG coNP-beli-e.

Emlékezte®: Hajos tétel:G nem 3-SZINEZHED, akkor és csakis akkor, Hé, -bél

felepithed Hajos operaciokkal, melyek a kévetkéz
(H1): El vagy csucs hozzaadasa egy grafhoz.

(H2): Legyenx ésx' két cslicsd/(G)-nek, amelyek nem szomszédosak. Azt esx ‘t
azonositjuk egy cslccsalXx szomszédsaga és x ' G -beli szomszédsaganak unidja.

(H3): LegyenG ésG 'két graf mindegyikben egy-egy éllel kittintetwe: 0 E(G), X' y'O E(G

Legyen G a kovetkes graf: V(G) = (V(G) -{x}) O (V(G")-{x'}) O{X}, tovabba
E(é) =E(G)-{xy, X'y} O{yy'} , ahol egyxz él X ész csucsokra illeszkedik.

Vegyunk egy nemdeterminisztikus Turing-gépet, naelyajos tételt felhasznalva donti el a

3-SZINEZHETOSEG problémat. Adott tandszalag tartalma edy,, G,, ..

.,G,...,G

S

grafsorozat, ahoG, = G (input graf), és aho, grafot ugy kodoljuk, hogy felsoroljuk, mely
korabbi grafokbol, és mely operaciokkal nyerjukTé&ring-gép elledrzi, hogy G, egy K, graf
vagy az edzéekhsl Hajés-operaciok valamelyikével nyerfiet, ha igen, akkor ELFOGAD, ha
nem, akkor NEM STIMMEL allapotba kertl. Csakhosszaban polinomialis a futas, a kozbls

grafok esetében nagyon méget.

)



Nagy kérdés, hogy az, vagy a) |G| becstilhet-e feltlsl jol, ahol |G| a G, graf kodjanak

mérete. Ha et méretének polinomjaval becsuléeakkor a fenti gémo NP —beliségét
bizonyitana.

Példa KLIKK, ahol az input egy(G,t) par, aholG graf,t O N . El kell déntenlink, hogy az
adottG grafban létezik ¢ elemi klikk, azaz KLIKK={ (G,t) «(G)=>t}.
KLIKK N7P.

Legyen ar tanuszalagon a csucshalmaz égyészhalmaza. Az algoritmus kiszamoKa
elemszamat, és 6sszehasonlitjeel. Ha nem egyefik egymassal, akkor NEM STIMMEL
allapotba lép, ha pedig egysék)] akkor megvizsgalja, hog{ 6sszes csucsparja 6sszekotott e.
Ha igen, akkor ELFOGAD, kulonben NEM STIMMEL.

Példa FUGGETLENPONTHALMAZ, mely a fenti példahoz haséah szintén egyG,t part

kap inputként, és a probléma megoldasaként ebkeltentink, hogyG -ben létezik & elemi
fliggetlen ponthalmaz, azaz FUGGETLENPONTHALMAZ(gt a)(G)>t}.

A fenti feladathoz hasonl6an vesziink egy T Turiégej. A7 tanlszalagon a csucshalmaz
egy K részhalmaza talalhaté, melynek elemszama ha ngezikgnegt -vel, akkor NEM
STIMMEL éallapotba Iép, ha megegyezik, akkor T meggélja, hogyK dsszes csucsparja
fuggetlen e. Ha fliggetlenek, akkor ELFOGAD, kuldmiNEM STIMMEL. igy kapjuk, hogy

FUGGETLENPONTHALMAZONP.

Példa LEFOGAS szinténG,t )part kap, és a kérdés, ho@y- ben van & elenti lefogo
ponthalmaz, vagyis LEFOGAS%G,t  y(G) <t}.

_ . (V(G
Emlélkeztets: K klikk G-ben= K fliggetlen ponthalmag -ben, ahoIE(G):( (2 )J—E(G)
~ K =V(G)-K lefogé ponthalmas -ben.

Az utols6é harom probléma kozotti kapcsolatok:
Adott (G, k), mely®l el szeretnénk donteni, hogy FUGGETLENPONTHALMAZHee.

Ekkor létezik egy T Turing-gép, mely(&,k phart (G,k) parra alakitja. Ez a Turing-gép lehet
P-beli, de kddolastal flgien lehetL-beli is, hiszen, ha szomszédsagi matrix segitsigév
kodoljuk G -t, akkor logaritmikus ilben megkaphatjulG -t. Eszrevehét, hogy
(G,k) ULFUGGETLENPONTHALMAZ akkor és csakis akkor, (i@ ,k) LI KLIKK.
Azt is megfigyelhetjilk, hogyG,k JFUGGETLENPONTHALMAZ akkor és csakis akkor, ha
(G.V(G)| -k) O LEFOGAS. Ezek alapjan

LEFOGASONP.

A kovetked definicid és példak 6sszegzik odtletiinket:

Definicio: L, L'0 %", C bonyolultsagi osztalyL redukalhatdL'-re, jelbenL <. L', halC T
kiszamithato Turing-gép, hogy:

e T C komplexitasu

¢ OaOL - T(a)OL'



[ErtelmezésL’ legalabb olyan nehéz, mimht 'modulo C/

Példa L, <, L, ésL,0P= L OP
Ennek igazolasahoz tekintsukraTuring-gépet, mely at -rél L,-re tortérd redukciot végzi,
valamint T -ot, mely L, P-beliségét donti el. Legyen adott azinput. Ekkor
wdE" [P - T(w) 0P O 1P . T (T (w) D9
Mivel tudjuk, hogy hap ésq valés egyitthatos polinomok, akker+ o p is valds
egyutthatds polinom, vagyik, is eldonthet polinom idben.

Példa L <pepace L, ésL, UPOPSPACE= nem szukségszerhogy L, OP.

LegyenT a redukcioért feléks Turing-gépf pedig ugyanaz, mint fent. Ha tefzgese
input tarigényen, akkorT(«) exponencialis idigényii is lehet, vagyid, exponencialis
idéigényl is lehet. Azt viszont észrevehetjuk, holgyl] PSP ACE.

Definicié: (Boole-)Hal6zat &G iranyitott kdrmentes graf, ahol a kdvetkkzeljesiilnek. Minden
csucs befoka legfeljebb 2. Az ={v:0 = befok(v)} halmazt forrasnak nevezzuik, igy

V(G) - F ={v:0< befok(v)} ={v: befok(v)1vagy2} .
A valtozok halmaza &/={x,,...,x,} halmaz.
A gyokér, azaz az output cstesV (G) , az a csUcs, melyre igaz, hokifok o[ =0.
Adott egy leképezéd::V(G) — C, mely a csticshalmazrél@ cimkehalmazra képez.
« XxOF, akkorl(x) O {01 x,,...,X, }
 xOF, akkorl(x)O{LC,C,-}, ahol{[,C,~ } a De Morgan bazis. HEx) (0{ ,C , pkkor
befok(x) = 2, ha pedigl(x) = -, akkor befok(x) = 1

A kovetked abran lathaté médon le lehet rajzolni egy haldzato
o
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Megjegyzés:Ha az alapgraf egy fagraf a gyokérfelé iranyiakkor a halézatot (Boole-)
formulanak hivjuk.

Definicié: LegyenC halézat V={x,,...,x,} valtozokkal. EkkoiC —hez rendelhétegy
f.: {01} - {01} Boole-fliggvény (aV-hdl {01}-be képes fliggvényeket a valtozok
kiértékelésének nevezzik), aHof}’ ={(¢,,...,&,): & 0 {01}

Ezeket a flggvényeket a kovetkkeppen értelmezzik: Rekurzié segitségével, vagyis

Jentrgl-felfelé” a C hal6zatnak megfelélG graf miden csticsahoz {01}-beli értéket rendeliink:

F elemeihez a kiértékelés alapjan, a tébbi csucaluzzarendelt logikaijel és szomszédai
értéke alapjan. A kiértékeléshez rendelt értékudpud csucshoz rendelt érték.
A kovetked rajz a halozat szamitasanak szemléltetésére zolga
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Példa HALOZAT-KIERTEKELES adott(C,v )par esetén ELFOGAD allapotba lép, ha

értéke aC halozatban 1, azaz HALOZAT-KIERTEKELES{(C,v): f_(v) = 1A hal6zat

definici6jabol latszik, hogy a HALOZAT-KIERTEKELERolinom idben lefut. Azaz
HALOZAT-KIERTEKELESO 2.

Példa HALOZAT-SAT adottC halozatrdl eldonti, hogy létezik e olyan amelyhezC 1-et
rendel, azaz HALOZAT-SAE{C: v f (v) = 1}

Alkalmas, nemdeterminisztikub Turing-gépr tanuUszalagjawv talalhato.T kiértékeli
f.(v)-t, amely ha 1-et ad, akkor ELFOGAD, kulonben NEMMMEL allapotba lép. Azaz

HALOZAT-SAT ONP.

Teljes problémak

Emlékezte: LegyenT nemdeterminisztikus Turing-gép, amely elfogaljeet s(n) tarban.
Ekkor létezik f (T )determinisztikus kiszamol6 Turing-gép, amiinputon kiszamolja &,



konfiguraciégrafot és két specialis csucsat (STARIFOGAD) O(s(n) +logn) tarigénnyel. Az
« L -beli akkor és csakis akkor, h&(, START, ELFOGAD)IELERHETOSEG.

A fentiek atfogalmazasa specialis esetben, amskoy = logn. Az L tets®leges nyelvVNL-

beli, hiszen az ELERHEJISEG is/NL-beli, vagyisL logaritmikus tarban redukéalhat6 az
ELERHETOSEG-re, azaz <, ELERHETOSEG.

Az altaldnos esetben, Isin) > lognszép tarfliggvény, a determinisztikus kiszamold Agi
gép O(s(n)) tarigénnyel szamol. Tehat &z tetsdleges NSPACE (s(n)) -beli nyelvre
L < ELERHETOSEG.

SPACE s(n)

Azt is tudjuk, hogy ELERHEDSEGI SPACE (log? n) . Osszegezve:

1. Kovetkezmény NL [ SPACE(log®n).

Bizonyitds LegyenL LINL tetsdleges nyelv, és azt szeretnénk belatni, hogy ekkor
L OSPACE((log® n). Mivel L < ELERHETOSEG, ezért |étezil Turing-gép, mely a
redukciot végzi. AzL eldontése tet$tegesa inputra a kovetkeéképpen zajlik:

wlL M - Gw T} — ELFOGAD vagy ELVET , aholT az a Turing-gép, mely

ELERHETOSEG-etlog® n tarban eldonti. A lenti abrabdl jol lathaté,gyoG, nem fér bele a
tarunkba, hiszen ennek leirasdhoz polinom tarigeikséges, de ha egy moédositott,
hatékonyabb algoritmust alkalmazunk, nincs is ségléw leirdséara.

n
(O]
logn
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Az IGAZI algoritmus csak a masodik fazist futtdgavagyis csaKr -ot. Felveszink egy
potszalagot, és egp és C szamlalét. Ahhoz, hogy -ot végre tudjuk hajtani, olvasnunk kell a
Gw-t, de ez neklnk nincs meg, ezért a munkaszemuékakéz aB potszalag folé megy, és
elkezdi futtatniT -t (outputszalag nélkil). Nincs outputszalagunk;Tdétmeneti fliggvénye
alapjan minden pillanatban tudjuk, mit irnank le.Aazt nézi, hogyéw felett hol van a szem,
mig C azt szamolja, hogy hany output bitet irtunk ki. dfaa két érték megegyezik, akkor



megjegyzi az éppen leirandod output bitet, és viés7a futasahoz, tudva hog‘j’/~ mit olvasna
inputjarol.
Az IGAZI algoritmus helyigényeD(log” n) .

[ m ]

log®n logn

2. Kovetkezmény Az s(n) szép tarfliggvény esetdNSPACE (s(n)) OSPACE(s*(n)).
Bizonyitds Hasonldéan megy, mint azéeb kdvetkezmeény bizonyitasa.

3. Kovetkezmény NPSPACE=PSPACE.
(Gyakorlaton szerepelt részletesen.)

Definicio: C ésC’ bonyolultsagi osztalyok. Ekkor az C-teljes aC osztélyra, ha. OC, és ha

mindenL'0C nyelvre L'<¢. L.
/ErtelmezésL az egyik legnehezebb (moduld) C-beli nyelv/

Példa A definiciébdl észrevehéthogy az ELERHEDSEG L-teljes NL-re

Definicio: L N7P-teljes, haP teljesNP-re, vagyis haL NP, és mindenL' 1 NP nyelvre
L'<, L.

Megjeqyzés Ha L NP-eljes, és hd. P, akkor’NP=". Ennek igazolasdhoz a kdlcs6nds
tartalmazast kell belatni. ANP O P iranyud tartalmazas trividlis, a masik irany egyauli
észrevétellnk.

Definicio: L =. L' akkor és csakis akkor, Ha<. L' éshaL'<. L.

Lemma:
. <, tranzitiv.

ii. <, tranzitiv.

iii.  =,eés=, ekvivalenciarelacio.
Bizonyitas:

i.  Nyilvanvalo.

ii. Lasd 1. Kovetkezmény bizonyitasa.
iii.  Nyilvanvald i. és ii.-bl.



