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3. El6adéas
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Jegyzeteld: Pék Mdté 2010. februar 15.

Az el6adason két kiilonb6z6 nem-determinisztikus Turing-gépet definidltunk.

Nem-determinisztikus Turing-gépek

Definicié (I. valtozat). A T nem-determinisztikus Turing-géphez kapcsolédo nyel-
veket hasonléan definialjuk (szalagok, ,kezek”, szemek”, ... ugyanaz mint a deter-
minisztikusé). Az atmeneti fiiggvény értelmezési tartomanya sem valtozik: (X U
{r,<a}) x (TTU{>, _}) x S. A kiilonbség (a determinisztikushoz képest), hogy az
értékkészlet a determinisztikus értékkészlet egy nem fires részhalmaza:

P({, .. =)} xTx {, ., =} x ({.1UD) x SH\0.

Kovetkezmény-Definicié. k konfiguraciohoz hozzarendelhets a K (k) konfigura-
cibhalmaz, amit tgy kapunk meg, hogy k-bol latott részhez az atmeneti fiiggvény
altal hozzarendelt értéknek minden eleme alapjan felirjuk, a determinisztikus eset-
ben leirt médon, milyen rakovetkezd konfiguracioba megy at gépiink. K (k) elemeit
a lehetséges rakovetkez6 konfiguracioknak nevezziik.

Megjegyzés. A determinisztikus esetben k-hoz egyetlen k™ tartozott. Most a &
lathato részéhez rendelt halmaz elemszama sok lehetséges rakovetkezs konfiguracio
lesz. Az értékkészletbdl az {ireshalmazt kizartuk. Igy K (k) nem {ires.

Kovetkezmény-Definicié. Legyen w € ¥* input.
P(w) = {{Ki}32 : ko = ko(w)(w kezdSkonfiguracidja, ki1 € KT (k;)},
a lehetséges futdsok halmaza az w inputon.

EmlékeztetS. A determinisztikus esetben w meghatéarozott egy konfiguracié soro-
zatot. Ko(w) — K1 — Ko — K3 — ...

A nem determinisztikus esetben a kiindul6é konfiguréciobol egy fa irja le a gép
lehetséges futésait (1. abra).

ko(w) a fa gyokere, a lehetséges futasok a gyokérbdl indulo, levélben véget érd
utak. Levelek, azok a konfiguraciok, ahol az allapot STOP/ELVET/ELFOGAD. A
nem-determinisztikus gép futasat is (ahogy a determinisztikus esetben) megallitjuk
egy ilyen allapot elérésénél.

Definicié. Legyen T nem-determinisztikus Turing-gép. T elfogadja az L nyelvet,
ha:

1) mindig leall,
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1. dbra. A nem-determinisztikus gép elagazo futas-faja

2) w € L esetén van olyan ¢ € ®(w), ami elfogado futas,
2") w ¢ L minden ¢ € ®(w) elvetd futas.

Tehat egyetlen elfogad6 szamitasi sorozat (az Gsszes lehetséges futasok halmaza-
ban), bizonyitja az input elfogadhatosagat /nyelvhez tartozasat.

Megjegyzés. A fenti definicié ismeretében taldn jobb az ELVET = NEM-STIMMEL?”,
ELFOGAD = ,BIZTOS-JO” alternativ szohasznalatot hasznalnunk.

A nemdeterminisztikus gépek futasi idejének vizsgalatahoz az alabbi fogalmakat
vezetjiik be.

Definicié. Legyen T nem-determinisztikus Turing-gép és w € Y*. T idGigényét
kiilon definialjuk az elfogadott L nyelv elemeire és nem elemeire:

~ min{l: {x;}}_, BIZTOS-JO futas}, welL,
NTIME(w,T) = { min{/ : {s;}!_, NEM-STIMMEL futas}, w ¢ L.
A legrosszabb eset analizis logikdja elvezet a kovetkezd definicidhoz:
Definicié. NTIME(n,T) = maz{NTIME(w;T) : w € 3"}

NSPACE(w,T) és NSPACE(n,T) teljesen hasonloan definialhato.
A determinisztikus esetben latott logika alapjan bevezethetiink nyelvosztéalyokat:

Definicié. L € NTZME(f(n)) akkor és csak akkor, ha alkalmas 7' nem-determinisztikus
Turing-gépre teljesiil

(i) T L-et donti el,

(i) NTIME(n,T) < f(n).
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A determinisztikus atmeneti fliggvényt is tekinthetjiik nem-determinisztikusnak:
mindig egy eleme van a réakovetkez6 konfiguraciok halmazanak. A determinisztikus
futas konfiguraciosorozatat egy fanak tekinthetjiik, ahol minden cstucsnak egy fia
van, valamint egy levele van a fanak (ahol a kiszamitott érték a levélkonfigurécio
dllapotaban van elkodolva). Nyilvan TZME(f(n)) C NTIME(f(n)).

A megfelel6 nemdeterminisztikus tar-bonyolultsagi osztalyok:

Definicié. L € NSPACE(f(n)) akkor és csak akkor, ha alkalmas T' nem-determinisztikus
Turing-gépre teljesiil

(i) T az L nyelvet donti el,
(i) NSPACE(n,T) < f(n).
A robosztusabb nyelvosztalyok:

Definicié.
NL = | JNSPACE(alogn),

aeN

NP = | JNTIME(an®),

aeN

NEXP = | JNTIMEE2™).

keN

Definicié. Az f(n)-t szép-id6fiiggvénynek nevezziik, ha 37 Turing-gép, hogy ¥ =
{1} és w = 1™-n pontosan f(n) lépést tesz, és leall.

A szépség elényét a kovetkezd lemma mutatja.

1. Lemma. Legyen T egy nem-determinisztikus Turing-gép. NTIME(n;T) < t(n),
ahol t(n) szép-iddfiggvény. Ekkor 3T nem-determinisztikus Turing-gép:

(i) ugyanazt a nyelvet fogadja el,
(ii) minden futdsa legfeljebb t(|w|) ideji.
A tar bonyolultsagnal a megfelels ,szépség” tar valtozata sziikséges.

Definicié. Az s(n)-t szép-tarfiiggvénynek nevezziik, ha 37 Turing-gép ugy, hogy
w € X™-en pontosan s(n) mezd f6l6tt halad at a futés soran.

Az el6z6ho6z hasonlo lemma kimondéasat és bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

Jel6lés. Legyen C egy nyelvosztaly (példaul: P, NL,PSPACE,EXP,...), ekkor a
nyelvosztaly komplementere: co-C = {L : L € C}, ahol L = ¥*\ L.

A determinisztikus esetben az ELFOGAD/ELVET allapotok felcserélésével a
komplementer nyelvet elfogad6 gépet kapunk, amely bonyolultsédga az eredeti gépével
azonos. Azaz:

Eszrevétel. co-P =P, co-EXP = EXP, co-L = L.
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A nem-determinisztikus esetben nem ilyen egyszert a helyzet. A P, N'P és coN'P
osztalyok lehetséges kapcsolatairél a nyilvanvald6 P C NP, coNP tartalmazason
kiviil csak azt tudjuk, ha NP és coN'P kozt tartalmazéas van, akkor a két osztaly
egyenl. Minden mas lehetGség a harom osztély viszonyara olyan, hogy nem tudjuk
kizarni:

P CNPNcoNP C NP, coNP, P=NPnNcoNP CNP,coNP,

P NP =coNP, P =NP =coNP.

Hogy mi az igazsag, senki sem tudja. Egy sejtést kiemelink: P € N'P. Ez
egyike a milleniumi problémaknak.

A nem-determinizmus, mint , bizonyitas ellen6rzés”

Az alabbi, mésodik tipusi, nem-determinisztikus Turing-gépet is csak déntési prob-
lémékra irjuk le:

Definicié (Il. valtozat). Bévitjiik a standard Turing-gépet egy csak olvashato, tgy
nevezett tantszalaggal /bizonyito szalaggal, ahol a szemmozgés csak jobbra halad-
hat, tovabba atiras nem lehetséges (nincs kéz).

Inputszalag
([ el [o[ [rfefefefrfo]e [
)

Tantszalag

)
SO

Munkaszalag

w|(|h

2. abra. Tanuszalagos gép egy példa konfiguracidja

w input és 7 tantszalag tartalomhoz tartozo kiindulési allapotbol a futas: ko(w, 7)
Ri(w,T) = Ko(w,7) — ...

Ha csak w-t rogzitjiik, akkor a kiilonb6z6 7 tantuszalag-tartalmak kiilonb6zé uta-
kat definidlnak. Ha 7 és 7’ els6 karakterei megegyeznek, akkor a két futas eleje (amig
egyik gép tani-szeme sem éri el az elsé kiilonbozé tani-karaktert) megegyezik. Igy
ezek az utak Osszessége is egy faban foglalhaté Gssze.

Definicié. A T nem-determinisztikus Turing-gép elfogadja az L nyelvet, ha:
(i) mindig leall,

(ii) w € L esetén mindig van olyan 7 tant, hogy 7T futasa (w,7)-n ELFOGADO
legyen, mig w ¢ L esetén tetsz6leges 7 tanura T' futdsa ELVETO.

Definicid. Legyen T' nem-determinisztikus Turing-gép.

min{TIME((w,7);T) : T elfogadd futasra vezet}, haw € L

NTIME(Ww,T) = { min{TIME((w,7); T)}, ha w ¢ L
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A tarbonyolultsdg fogalmai teljesen hasonléoan felépithetéek. Ezt az olvaséra

hagyjuk.
Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy a két fogalom ugyanahhoz a nyelvosztalyok-

hoz vezet.

Eddig definialt bonyolultsagi osztalyok viszonya

Az idGkorlat erésebb mint ugyanaz a tarkorlat. A nem-determinizmus ,lazit” a
determinizmuson. Ezek a nyilvanvalo észrevételek trividlis tartalmazéasokat adnak a
bevezetett bonyolultsagi osztalyok kozott. Az alabbi diagram néhényat tartalmaz
ezek koziil.

NL C NPSPACE C NEXPSPACE

U U U
L C PSPACE C EXPSPACE
U U
P EXP
N N
NP NEXP

Az alabbi tétel pontosabb viszonyokat leirasat teszi lehetévé.
2. Tétel. Legyen t(n) szép-iddfiggvény, s(n) szép-tarfigguény, ekkor
(i) NTIME(t(n)) € SPACE(t(n))
(it) SPACE(s(n)) C U, ey TIME (asmHogm)
(iti) NSPACE(s(n)) C U,ey TIME (o) Hlogm)

Bizonyitds. (i) bizonyitasa: Legyen L € NTIME(t(n)), ekkor van olyan T II-
nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et eldonti ¢(n) id6ben. Egy determinisz-
tikus Turing-gépet irunk le kettd munkaszalaggal. Mindkét munkaszalagon ¢(n)
szépsége alapjan a munkaszalagokon kijelolhetiink ¢(n) mez6t, az utolsoba egy-egy
hatarolo jelet tehetiink (kézben kés6bbi mezdk f6lé nem is keriiliink).

Inputszalag

h

< |

Munkaszalag a nem-determinisztikus gép szimulalasara

e

w C

(|h

3. abra. A nem-determinisztikus gép determinisztikus szimulalésa alatti példa kon-
figuracio

Az els6 munkaszalagon a lehetséges tantukat soroljuk fel egyesével (¢(n) hosszban,
hiszen hosszabb tantinak nincs értelme: gépilink nem tudja elolvasni). A szimulalas
a masik szalagon torténik tgy, hogy a kitett hatérold jeleken vald tullépést nem
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tessziik meg, "TUL-FUT" allapotba jutunk. Tehat egy tant vizsgélata haromféle-
képpen végzédhet: NEM-STIMMEL, BIZTOS-JO, TUL-FUT. Ha az utolsé tantt
is teszteltiik, akkor KIMERULT &llapotba keriiliink. Ezen fontos allapotok esetén
leirjuk mit tesz a gép:

1. NEM-STIMMEL, ekkor a kiévetkezs lehetGségre tériink at,
2. BIZTOS-JO, ekkor ELFOGAD allapotba keriiliink és leallunk,
3. TUL-FUT, ekkor a kivetkezs lehetéségre tériink at,

4. KIMERULT, ekkor ELVET allapotba keriiliink és leallunk.

3. Lemma. Ez a determinisztikus gép ugyanazt a nyelvet fogadja el, mint T €s nem
fut ki t(n) tdarbol.

A lemma és az észrevétel bizonyitja (i)-et.

(ii) bizonyitasa: L € SPACE(s(n)). T nem-determinisztikus Turing-gép s(n)
tarkorlattal rendelkezik és L-et fogadja el.

Definicié. A redukalt konfiguracié a teljes konfiguracié az inputszalag tartalma

c sz

n

|>‘1.0‘1‘0‘1‘1 1o|o'1‘o‘0‘1'<}|
P Inputszalag
Teljes
Balra at -
konfiguracio
Munkaszalag
K>
53 A
s(n)
P@ Inputszalag
Redukalt
konfiguracio
Munkaszalag
.
BT 1]

4. dbra. Egy konfiguricioé és a hozzatartozo redukalt konfiguracio

Egy adott w-hoz tartozo (n = |w|) redukalt konfiguraciok szama legfeljebb
S |w]- |F‘S(n)(8(n) +1) < ar 2n- asT(")~ 2s(n) <mn- ﬁ;(") < ﬁ;(”)ﬂog",

ahol konstansaink 7T-t6l fiiggnek.

Ha a futas hosszabb lenne 3°(™*le9mngl, akkor a futas soran (redukalt) konfigu-
raciok ismétlsdnének. Igy a futas végtelen lenne, ami nem lehet. Igy kaptuk, hogy
T automatikusan olyan idGigényt, ami (ii)-t igazolja.

(iii) bizonyitasa:
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Definicié. Legyen T nem-determinisztikus (I) Turing-gép. A G, konfiguracio graf
egy iranyitott graf (w € X" input), amely V' cstcshalmaza a redukalt konfiguraciok
halmaza. x és A csiicsok esetén k-bol akkor és csak akkor vezet él A-hoz, ha x
kiegészitve w-val egy olyan konfiguracid, hogy az atmeneti fiiggvény megengedje
azt, hogy A (w-val kiegészitve) legyen a rakévetkezs konfiguracio.

T-r6] feltehets, hogy elfogadas ,,érzékelése” utan mindent letorol és a szalag ele-
jére all. Igy az input elfogadasa egy standard o konfiguracioban lesz gépiink

Definicié. A kiindul6 konfiguracionak megfelels csics legyen A (azaz A € V(G,,).
A standard elfogadé konfiguracio felejen meg a Z csiicsnak G,-ban.

Koénnyen ellenérizhets, hogy w € L akkor és csak akkor, ha G -ban van A-Z ira-
nyitott ut (igazabol az A-Z iranyitott utak pontosan az elfogadé futasokkal leszorit-
hatok). Legyen T egy I-nem-determinisztikus Turing-gép, ami L € NSPACE(s(n))-
t bizonyitja. L elddntésére egy olyan Turing-gépet kell megadnunk ami id&igénye
legfeljebb q()+logn,

A mi géplink két fazisban miikodik:

. fazis w-t olvasva G, A és Z egy kodjat kiszamolja. Ezt megtervezhetjiik tgy, hogy
kézben a munkaszalagon legfeljebb két redukalt konfiguracié (G, cstucsa) sze-
repeljen, azaz tarigénye ar(s(n)+logn). ((ii) alapjan idéigénye is korlatunkon
beliil marad).

. fazis G, A és Z ismeretében eldonti, hogy van-e A — Z iranyitott ut. Ez megoldha-
t6 jol ismert algoritmuselméleti modszerek Turing-gépen valé megvaldsitasaval
(példaul: mélységi keresés, szélességi keresés). Ezek az algoritmusok G, mé-
retében (& ﬁ;(")ﬂog") polinomialis idében futnak.

A teljes futéasi id6 az eldirt korlat alatt marad. Ez (iii)-t bizonyitja. |

Erdemes a bizonyitas egy fontos kovetkeményét és annak egy specidlis esetén
kiilon is megfogalmazni.

4. Lemma. Legyen L € NSPACE(s(n)), ahol s(n) egy szép-tdr-fiigguény. Ekkor
eqy alkalmas Turing gép w € ¥*-bol O(s(n) + logn) tdrban kiszdmol egy (G, a, z)
hdmast, ahol G egy iranyitott grif, a,z két csicsa gy, hogy w € L akkor és csak
akkor teljesiil, ha G-ben van a-bol z-be vezetd irdnyitott 1it.

5. Kovetkezmény. Legyen L € NL. Ekkor egy alkalmas Turing gép w € X*-bdl
O(logn) tdarban kiszdmol egy (G, s,t) hamast, ahol G eqy iranyitott graf, s,t két
csucsa ugy, hogy w € L akkor és csak akkor teljesil, ha G-ben van s-bdl t-be vezetd
iranyitott ut.

Ezekutan kiindulé abrankat pontosithatjuk:

LCNLCPCNPCPSPACE C NPSPACE C EXP C
CNEXP C EXPSPACE C NEXPSPACE.
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