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Turing-gép fogalmanak valtozatai

Amikor a Turing-gép fogalméat leirtuk sok esetlegességet lathattunk (a szalagok sza-
ma, irhatosag, az output megjelenitése (miért kell 4 szalag hozza), stb.). Valoban
sokféle alternativ leiras talalhaté az irodalomban. Ezek azonban csak megallapodasi
kiilonbségek. Mi két valtozatot ismertetiink.

Definicié. k-szalagos Turing-gép (k € N): az input- és az outputszalag mellett
(az eredeti egy helyett) k darab munkaszalag van. Ennek megfelelSen az atmeneti
fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete is modosul. Ennek megfelelGen a
rakovetkez6 konfiguracié fogalma is mashogy néz ki. A gép altal kiszamolt fiiggvény,
vagy eldontétt nyelv leirasa azonban szoszerint dtmésolhato.

A fenti definici6 csak megemlit néhany valtozéast, azokat nem adja meg. Ez az
olvaséra van bizva.

Definicid. Egyetlen szalagos Turing-gép: egyetlen, egyik irdnyba végtelen szalaghol
all, mely egyben az input-, a munka-, és az outputszalag is. Természetesen ez az egy
szalag nem csak olvashato, irhato6 is. A tovabbi moédositasokat az olvasora bizzuk.
(Az output értelmézése maradhat: a szalag bal végét jelzs jel és leallaskor fej alatt
16v6 mezdk tartalma irja le.)

Az alternativ definiciok /megéllapodasok a kiszamithatosag/eldonthetSség fogal-
méat nem valtoztatjak meg. (Ez egy allitas, igazolasat mindenki megprobélhatja.)

Definicié. Legyen 3 = {0,1} és PALINDROM={w € ¥*palindrom sz6}, ahol egy
W = 0103 ...0, szOr6l akkor mondjuk, hogy palindrom, ha o; = 0,,;_;, minden
1=1,...,n esetén.

Készitsiink Turing-gépet annak eldontésére, hogy egy adott sz6 benne van-e a
PALINDROM nyelvben. A feladatra két mégoldast adunk két kiilonb6zd modellben.

I) Standard modell
Az allapothalmazt nem soroljuk fel. Pontos leirdsa az algoritmus megértése utan
kidolgozhato. Egy izelit6t adunk belsle: S = {"MASOLOK", "ATMASOLTAM", "TESZT"....

e 1. lépés: w atmasolasa a munkaszalagra (az inputszem az inputszalag végére
keriil, a munkaszem a munkateriilet valamelyik bels§ mezgjét szemléli);

e 2. lépés: a munkaszem szalag elejére allitasa;
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e 3. lépés: az inputszem balra, a munkaszem jobbra mozog. Vizsgaljuk az 1]
mezdtartalmak egyezdségét. Ha valamely mezénél nem egyeznek meg, akkor
ELVET-jiik, hogy w € PALIN DROM; ha mindenhol megegyeznek (azaz ma-
radunk TESZT allapotban, amig elérjiik az inputszalag végét), akkor ELFOGAD-
juk.

Vizsgéalhatjuk a Turing-gép idGigényét adott w esetén. Minden w € ¥* esetén
2w| <K TIME(w,T) < 3(lw|+2).

S6t minden a PALINDROM nyelvet eldont6 T, Turing-gép és minden w € X*

esetén
2w| <K TIME(w,T) < 3(|w| + 2).

I1. Egyetlen szalagos modell

Legyen a munka-abécé I' = 0,1,0Y,1¥. Az allapothalmazbol ismét csak szemez-
getiink: S = {"0-AT LATTAM, MEGYEK JOBBRA", "1-ET LATTAM, MEGYEK JOBBRA",
"STIMMEL, MEGYEK BALRA', ... }

e 1. lépés: kipipalja az els6 pipalatlan o;-t (feliilirja ot oY -val), és megjegyzi
0;-t;

e 2. lépés: az utolsod pipalatlanra, o, ;-re all a szem,;
o 3. 1épés: A gép tesztel: megvizsgalja, hogy o; és 0,1_; megegyezik-e:

— Amennyiben nem egyeznek meg, ELVET.

— Amennyiben megegyeznek kipipélja, (felilirja a latott jelet pipalt véalto-
zataval), majd ujra az 1. lépés (STIMMEL, MEGYEK BALRA allapotban).

— Pipélatlan jelek elfogyasa esetén ELFOGAD.
A Turing-gép idGigénye adott w € PALINDROM esetén:
TIME(w,T) = 0(|w|*).

A két algoritmus koziil az elsénél az idére adott fels§ becslés az input hosszaban
linearis, a masodiknal négyzetes. Ez a kiilonbség a modellekben rejlik.

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a T egyetlen szalagos Turing-gép eldonti PALINDROMot.
Ekkor 3 w € Y.", melyre
TIME(w,T) > arn®.

Bizonyitds. Vizsgaljunk specialis inputokat, melyet elfogad a T Turing-gépiink (azaz
palindrom szavak). Ezek alakja legyen w = welejeo%@, ahol weeje € {0, 1}n/3
(feltessziik, hogy n oszthato 3-mal, a forditott nyil jobbrol balra olvasést jelent). A
kiemelt inputok szama 2"/3, Weleje meghatarozza a specialis w-t. A kijel6lt inputokat
indexelt I-vel jeloljiik, I; esetén a definidld weeje lesz j.

Az input kozépsé harmadaban 1év6 szomszédos mezdk érintkezési oldalaira mint
ajtokra hivatkozunk. A fej egy ajtonal fej felvaltva fog egyszer az egyik, aztan pedig
a masik iranyba mozogni. Egy inputnal és ajtonal az inputon valo futést figyelve
egy allapotsorozatot rogzithetiink. A sziikséges fontos észrevételt kiemeljiik.
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Eszrevétel. I; és I; kiilonbozs inputoknal (i # j) adott "p" ajtondl megfigyelt
allapotsorozatok kiilénbozéek.

Az észrevétel bizonyitasa: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy i # j esetén
megegyeznek az allapotsorozatok.

Vegyiink egy 4j I inputot, melynek elsd fele I; els6 harmadabol, masodik fele
I; masodik harmadabol all (kozépen csupa O-kat tartalmaz). A T Turing-gépiink
i # 7 esetén tehat nem fogadja el f—ot, hiszen I; els6 harmada visszafele olvasva nem
egyezik meg [; masodik harmadaval (i # j).

Vizsgaljuk most hogy a p pozicibban 1év6 ajtototbalra, illetve jobbra hogyan
viselkedik a gépiink. A p ajtotol balra az I;, jobbra pedig az I; mozgasat (illetve
a szalagtartalom atirasat) végzi a fej. (Az ajté bal oldalan 1évé megfigyelo, aki
emlékszik az I;-n tortént futésra, azt tapasztalhatja, hogy most a fej tobb vagy
kevesebb id6t tolt az ajto tal oldalan. Masban azonban nem érzékel eltérést: Ha
visszatér a fej (indirekt feltevésiink alapjan) ugyanabban az allapotban tér vissza
mint eredetileg és igy ugyanazt is teszi mint elozéleg.) tehat leallaskor is valamelyik
futéas éllapotaban lesz a gép. I;-n és I;-n is elfogado volt a futas, tehéat az 1 inputon
is csak az lehet. Ez ellentmonda’s. |

A legfeljebb z hosszu éllapotsorozatok szama felirhatd. Ebbdl egyszertien adodik
a kovetkezg allitas:

2. Lemma. Ha 1+ |3+ |Z)+...+|2]F < 123 akkor legaldbb az inputok fele z-nél

tobbszor lép dt egy p ajton. Ekkor x+ 1 = |2 azaz T ~ arn.

logs \EIJ

Ezekutan atlag futéasi id6 specialis inputjainkon kénnyen becsiilhetd:

1 1 2 7 , . z
e Z TIME(I;,T) > e Z Z (I; atlépéseinek szama p-n) >
i{0,1}7/3 p pozicioja ie{0,1}/3
1 1 » nl
> oF Z 5230@71 > 30T = opn?,

p pozicidja

ahol az elss egyenlStlenségben a teljes id6 helyett csak a megfigyelt (kzépsd ajtokon
valo athaladéasokat), a méasodik egyenlglenségben pedig csak a Lemma-beli inputokat
(amelyek sokszor lépnek at egy adott ajton) szamoljuk.

A specialis inputokra vonatkozé atlag futasra vonatkozo alsd becslés alapjan a
leghoszabb futas hosszara nyilvanvalo a tétel als6 becslése. [ |

Ezekutan bevezetjiik a kovetkez6 bonyolultsagi osztalyokat. El6z8 tételiink arra
figyelmeztet, hogy nem mindegy melyik modellel dolgozunk. A legelfogadottabb
utat kovetjiik: a definicioban szereplé Turing-gép valamely k € N esetén k-szalagos
Turing-gép

Definicié. Legyen f: N — R.

TIME(f(.)) = {L nyelv: 3 T Turing-gép, amely (i) eldonti L-et
(i) TIME(w,T) < f(lw])},

SPACE(f(.)) = {L nyelv: 3 T Turing-gép, amely (¢) eldonti L-et
(i) SPACE(w,T) < f(|lw])}-
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Az id§ és tar igény bevezetése természetesen vezet el a megfelel6 nyelvosztéalyok
definici6jahoz:

Definicio.
P = | J TIME(an®)

aeN

EXP = | TIME(2""")

aeN

PSPACE = | J SPACE(an®)

aeN

EXPSPACE = | | TIME(@2*™")

aeN

L= U SPACE(alogan)
a€eN

“, 0,

hogy a Turing-gép definicidjanak mely valtozataval dolgozunk.

Megjegyzés. Az unidé mogott szereplé bonyolultsagi osztalyok korlatai esetlegesek.
Példaul P-ben szerepls A = {an® : a € N} polinomok halmaza azért jo, mert
minden polinomhoz van A-beli, ami feliilr§l becsiili N-re megszoritva. Ha egy T
Turing-gép olyan, hogy P-hez tartozast bizonyit, akkor azt mondjuk, hogy T" poli-
nomialis.

Megjegyzés. L helyett néha LOGSPACE-t hasznalunk. Mivel id6bonyolultsig
esetén a logaritmikus korlatnak nincs sok értelme, ezért irunk a hossz jelolés helyett
altalaban csak L-et.

Az osztalyok kozott fennallnak bizonyos tartalmazasi relaciok. FEzek koziil az
alabbiak trividlisak: £ C PSPACE C EXPSPACE, P C PSPACE, P C EXP,
EXP CEXPSPACE.

Késébb latni fogjuk: £ C P, PSPACE C EXP.

Turing-gépek kdédolasa

Mint minden, a Turing-gépek is kddolhatok. Ehhez kell egy ¥, = "univerzalis abc",

ami lehet példaul {0,1} és egy megallapodas, hogy a definicié egyes Osszetevdit,

komponenseit hogyan irjuk le egy karaktersorozattal. Ezt nem részletezziik.
Turing-gép kodolasa: T'(X,5,1,0) — "TTT € X¥ w e ¥ — Tw' € 3.

3. Tétel. Legyen ¥ = ¥, U{ ,}, jeloljik T(w)-val az w-bol T dltal kiszamitott
outputot. Ekkor konstrudlhatd olyan U Turing-gép, hogy U a ("T7,"w™) inputon
T (w)7-t szamolja ki.

A tételt bizonyité U gépet univerzalis Turing-gépnek nevezziik. Persze egy konk-
rét univerzélis Turing-gép felirasahoz sok (esetleges) megallapodast kell kotniink és
atmenetei fiiggvénye kiilonb6z6 prograzmozasi stilusban lehet megfogalmazva.

Ezek utan leirjuk, hogy a bevezetett fogalmak milyen hétkoznapi értelmezéssel
birnak. Egy szotarba foglaljuk eddigi fogalmainkat:
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Bonyolultsagelmélet: Programozds:

Turing-gép Algoritmus
Turing-gépek kodolasa Programozasi nyelv
A Program

U Szamitogép

Turing-gépek kodolésa utan definialjunk egy kapcsolodo nyelvet:
MEGALLAS={("T7,"w™): T le4ll w-n, azaz STOP vagy ELFOGAD/ELVET allapotba keriil }
Definicié.

A kovetkezs tétel elméleti szempontbol nagyon jelentss.

4. Tétel (Turing-tétel). A MEGALLAS nyelv nem eldinthetd.

Bizonyitds. Bizonyitsunk indirekten. Tegyiik fel, hogy létezik M Turing-gép, amely
eldsnti MEGALLAS-t. .

Ekkor leirunk egy 4j gépet: M: w inputrél megnézi, hogy Turing-gépet kodol-e.
Amennyiben w nem kédol Turing-gépet barmit tehet gépiink, mondjuk egybdl elveti
w-t. Ha w = "7, akkor kiszamolja M ("1™, omega)-t (azaz megnézi T ledll-e sajat
kodjan).

e ha M ELFOGAD-ja, akkor balra-jobbra lépked — végtelen ciklusba kertil;
e ha M ELVET, akkor ELFOGAD-ja.

Mit csindl a M gép, ha sajat kodjaval futtatjuk? Vagy leall (ELFOGAD alla-
pottal), vagy végtelen ciklusba keriil. Futésa barhogy is végzédjon, ellentmondésra
jutunk. [ |

Eszrevétel. MEGALLAS felsorolhato.
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