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Az algoritmus naiv fogalma

Az algoritmus egy eljaras, ami az adatok megkapasa utan egy jol definialt lépéssort
elvégezve megadja a probléma megoldasat.

Az algoritmus fogalméval egyutt kialakult egy az algoritmusokkal kapcsolatos
nyelvezet is. Az adatokat inputnak, az eredmény outputnak nevezziik. Ha adott
inputon az algoritmus utasitasait kovetve végezziik az eldirt lépéseket, akkor az
algoritmus futdsdrol beszéliink.

Mar az altalanos iskolaban tanulunk algoritmusokat. Az alapmiiveletek elvégezé-
sének szokdsos modja is egy-egy algoritmus. Az alapszerkesztések, a primtényezikre
bontas megtanitott modja, az Euklideszi-algoritmus mind jol ismertnek kell lenni
egy érettségizett szamara.

Legyen Z az inputok, O az outputok halmaza. Tehat a probléma egy f:Z — O
fiiggvény. Legtobbszor azonban nem vagyunk ennyire formalisak. A FAKTORIZA-
CIO példaul egy probléma. A szohasznalat jelentheti a kovetkezsk barmelyikét.

Példa (FAKTORIZACIO 1). Input: egy pozitiv egész szam. Output: prim oszt6i-
nak listaja a megfelel6 multiplicitasokkal.

Példa (FAKTORIZACIO Il). Input: egy pozitiv egész szam. Output: egy prim
osztoja.

Példa (FAKTORIZACIO Ill). Input: egy pozitiv egész szam. Output: legkisebb
prim osztoja.

Példa (FAKTORIZACIO IV). Input: egy pozitiv egész szam és egy t érték. Dont-
siik el van-e 2 és t kozotti 0szto.

Barmelyik megoldasa atalakithato (alap programozasi technikak, példaul rekur-
716, binaris keresés ismeretével) a tobbi megoldasava.

Az inputok és outputok leirasaban/leirtak értelmézésben is meg kell egyezniiik
a szamitast kovetGknek. Ehhez 7 és O elemeit kodolnunk kell. A halmaz elemeit
kodszavakkal helyettesitjiik. Ehhez nézziink néhany fontos alapfogalmat.

Definicié. ¥ dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betik vagy karakterek
hivatkozunk.

Definicié. Y abécé esetén X" az n hosszu karaktersorozatok, méasképpen szavak
halmaza. 3° egy egyelemii halmaz, egyetlen eleme az ¢ iires (0 hosszi) sz6. £* a &
abécé-t haszndlo véges szavak halmaza, azaz X% = U2 2.

1-1



Az input/output kodolasa az input elemeinek azonositasa kodszavakkal, azaz ¥*
elemeivel.

Példa. N* (a porzitiv egészek) egy kodolasa lehet a kovetkezs. Legyen ¥ = {0, 1}.
Az x szam kodjat dgy definidljuk, hogy felirjuk kettes szamrendszerben és a kezdd
l1-est elhagyjuk. 1+ €, 9 — 001, hiszen 9 = 1001,. Ez egy bijekcio N* és {0, 1}*
kozott. Ezt nevezziik N* standard kdédoldsdnak.

Példa. Persze a tizes szamrendszerben valo feliras is egy kodolasa N-nek. Ekkor
¥ =40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. A tovabbiakban két lehetGségiink van. Vagy minden
x természetes szamnak egy kodjat definidljuk, a szokésost. Ekkor ¥* nem minden
eleme kodol inputot. 002010 péld4ul nem kodol inputot. Egy masik lehetGség, hogy
minden szdmjegysorozatban a kezdd 0-kat elhagyva a maradékot értelmezziik. Ekkor
egy szamnak tobb kodja is van. 2010, 02010, 000002010 kd6dok mindegyike ugyanazt
a szamot kodolja. Mindkét megoldas kérdéseket vet fel.

Példa. N kodolasa az ¥ = {1} abécé-vel is lehetséges: n kodja legyen n darab 1-es
(1™). Ezt N undris kédoldsdinak nevezzik.

Példa. Q szokésos kodolasaban ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—} A raciondlis szé-
mot kodolo szvak egyetlen . /” jelet tartalmaznak, ami elGtt egy természetes szam
all (esetleg egyetlen — elGjellel kezdve), mig a tortjel utan egy pozitiv egész kod-
ja all. Ebben a kodolasban a ,fél” racionélis szamnak 1/2 és 1005/2010 is kodja.
1/2/3,12/0, —1/ — 2 nem kodolnak racionélis szamot (legalabbis nem az egyszert
megallapodasok alapjan).

A kodolasok fenti triikkos modjai kérdéseket vetnek fel. Adott >* egy eleme. Le-
het, hogy nem kodol inputot? Ha igen, akkor mit tesziink? Elvarjuk az algoritmust
felhasznalotol, hogy az altala megadott jelsorozat garantaltan inputot kodoljon és az
algoritmussal barmi torténhet, ha nem igy tesz. Esetleg elvarjuk, hogy ebben az eset-
ben az algoritmus jelezze, hogy ,,rossz kod”. Ezekel a roblémakkal nem foglalkozunk.
A szokasos kodolasok olyanok, hogy algoritmusaink a legnagyobb kiévetelményt is
konnyen teljesitik kis tobblet munkéaval.

A kodoléas utan egy szamitasi feladat egy f: X% — ¥* fiiggvény.

Példa (FAKTORIZACIO V). Legyen ¥ —{,} = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,., }U{,}
Input: egy pozitiv egész szam tizes szamrendszerben felirva. Output: prim osztéinak
novekvs listdja, mindegyik osztot multiplicitasa koveti egy vesszGvel elvalasztva,
majd egy pontos vessz6 koveti, kivéve az utolsé prim osztot és multiplicitasat, amit
egy pont kovet. Azaz:

24— 2,3;3, 1.

121+ 11,2.
43— 43, 1.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy csak megszamolhatd Z és O halmazok kodolha-
tok.

Megjegyzés. A kodolashoz eloszor valasztani kell egy abécé-t. Ekkor a ¥ = {0,1}
valasztashoz is ragaszkodhatndnk. Néha azonban technikailag egyszertibb lesz na-
gyobb abécé-vel dolgozni.
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A ¥ = {1} ,minimdl 4bécé” is egy lehetGség. Ez azonban tilzott. Példaul az
{0,1,2,...,n—1} elem(i halmaz els¢ kodolasaban minden szam kodja legfeljebb log, n
hosszii. Barmilyen nagyobb abécé-t valasztunk ennél nagysagrendileg jobb kodolast
nem talalhatunk. (Az &dbécé novelése csak konstansszorosara ,nyomja 6ssze” a ko-
dokat.) Az egyelemii abécé viszont rossz, ebben legalabb n — 1 hosszi kodszo is
sziikséges barmit tesziink.

Egy kodolas utdn beszélhetiink az input méretérdl, az input jelsorozat karakte-
reinek szdma, az input hossza.

Példa. N standard kodolasdban n kodjanak hossza [log,n]. N unéaris kodolasaban
n kodjanak hossza n.

Példa. Legyen G egy egyszerii graf a V' = {1,2,..., v} csticshalmazon. Kodolasahoz
legyen ¥ = {0, 1, }. G kodjanak hossza (;) lesz (az ilyen alakt szamokat nevezziik
haromszogszamoknak). A kod pozicioi V' kételemt részhalmazaival vannak azono-

sitva. Egy karakter/bit azt kodolja, hogy a megfelel6 két cstcs Ossze van-e kotve.

Mivel 2(2) a kodolando objektumok szama és |X| = 2 ezért rovidebb kodszavakkal
dolgozva nem is lehetséges az Osszes v csiicsii egyszert graf kodoléasa.

Példa. Legyen G egy e éli egyszerii graf a V = {1,2,...,v} csiicshalmazon. Ekkor
kodja lehet, hogy V' elemeit felsoroljuk és mindegyikhez kettGspont utén felsoroljuk
szomszédait (amelyek sorat pontosvesszével valasztjuk el és ponttal zarjuk le). Azaz
¥ ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,;,.}. Példaul egy kodolt graf 1 : 2;4.2 : 1.3 : 1;5.4 :
1.5 : 3. A graf kodjanak hosszat feliilr6l becsiilhetjiik (v + 2¢)(log, v+ 1)-gyel. Nagy-
sagrendileg tomorebb kodolast nem is remélhetiink, hisz a kédolandd objektumok
szama (@)

Ki kell emelniink a szamitasi problémék egy fontos esetét, a dontési problémékat.
Ekkor egyetlen bitet szamolunk ki (fiiggvényiink két értéki). Azt is mondhatjuk (ez
igy szokas) hogy egy inputot vagy elfogadunk vagy elvetiink. Tehat egy eldontési
probléma azonosithato X* egy részhalmazaval, az elfogadandé inputok halmazéaval.
A szavak egy elfogadando részhalmazat nyelvnek nevezziik.

Definici6. Egy dontési probléma leirhato egy L C 3* nyelvvel. (Illetve a nyelv
értelmezhetd, mint a ,hozzatartozik-e” dontési probléma.)

Az algoritmus fenti lefirasa matematikailag nem pontos (lényegésben az algo-
ritmus idegen szot egy ismerGsebb eljaras” szoval helyettesitettiik). Mégis, talan
ravilagitottunk arra, hogy egy algoritmus értelmézéséhez sok megallapodas sziiksé-
ges.

Azt is szeretnénk hangstlyozni, hogy az algoritmus statikus leirasa mellett (amit
egy tankonyvben lathatunk) van egy dinamikus kép is (példaul, amikor két harom-
jegyl szam esetén szorzatukat kiszamoljuk). Az id§ telésével a papirunkon szamok
jelennek meg, egész a szamitis végééig szervezziink munkateriiletiinket, amikor is
leallunk (példaul az eredmény kétszeres aldhtizasaval jelezve a szamitas végét). A
tankonyvben leirt eljarast akkor értettiik meg, ha képesek vagyunk futtani azt kii-
16nb6z6 inputokon. Illetve, ha jol begyakoroltunk egy algoritmust és a matematikai
és nyelvi kifejezés egy érettségi szintjét elértiik, akkor képeseknek kell lenniink vala-
milyen tankonyvi leirdsat adni az eljarasunknak. A statikus és dinamikus szemlélet
egylitt jar. Azeért életiink/matematikai tanulmanyaink soran a dinamikus képpel
talalkozunk elGszor. Ez az az ut, amit az alapmiiveletek elvégzésénél az altalanos
iskola els6 osztalyaban mindenkivel kovettetnek.
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Az algoritmus matematikai fogalma

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szédzad elsé harmadéaban alakult ki. Egyik
0sztonzdje a logika fejlgdése, illetve Hilbert nevezetes problémaéi koziil a tizedik volt.
Ebben azt kérdezte Hilbert, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egészegyiitt-
hatos polinomroél eldonti, hogy van-e egész gyoke (Diophantikus szimelmélet alap-
problémaja). A valasz, mint késébb kideriilt: ,nem”. Ennek igazolasa méar lehetetlen
az algoritmus fogalmanak matematizalasa nélkiil.

A probléma érdekes. Az algoritmus/eljaras szavak részei mindennapi szohasz-
nalatunknak, de a matematikdban nincsenek értelmezve. Egy definici6 megadasa,
akkor sikeres, ha a matematikus tarsadalom tobbsége rabolint: ,elfogadom korrekt
definicionak”. Az a pillanat, amihez ezt kotik az Church egy el6adasa (amit 1935-ben
tartott az Amerikai Matematikai Tarsulat szamara). A felhivast, hogy az algoritmus
tézisként hivatkozzak. FErdekes megjegyezni, hogy a tézis bejelentésénél nem volt
meg a matematikusok 6sszhangja. Példaul Gédel nem fogadta el. Turing munkéja,
majd az, hogy Turing, Church, Gédel és masok probalkozasai mind ekvivalens foga-
lomhoz vezetnek a tézist elfogadotté tették. Ennek ellenére, ha valami technologiai
attorés torténik (amely gyokeresen atalakitja a mindennapi képiinket a szamitas fo-
galméarol, példaul a kvantum szamitogépek megvalositasanak elméleti lehetGsége) a
tézist ujra kell értékelni.
sebben probalja az algoritmus fogalmat megragadni. Ez az algoritmus fogalom a
dinamikus szemléletét irja le.

s sz

szalag, munkaszalag, outputszalag, fej. A szalagok mezdk sorozatat tartalmazzak.
A t szalag mezGi {M!}2, (azaz m{i"" az input szalag 100 indexiti/101-edik mez6-
je, myunka a munka szalag elsé/0 indexti mez&je). A mezdket gy kell elképzelni
mint egy négyzethédlds papir egy sorat, amelyik jobb iranyban végtelen. A mezdk
tartalma egy-egy karakter. Az input- és outputszalag mezéi a feladat kodolasdhoz
hasznélt Y abécé elemeit tartalmazzak. Az output szalagon egy (1j) — iires karak-
ter is szerepelhet. A munkaszalaghoz egy T' 4bécé-t hasznalunk. Ezenkiviil (ezen
abécé karaktereit6l kiilonb6z6 ,,hatarolojeleink” is vannak: > és <. Ezek a szalagok
yhatarmezGinek” ,bevésett” tartalma (lasd késébbi formalis leiras).

A fej a Turing-gép szalagaival szemmel, illetve kézzel kapcsolodik. A | szem”
egy mezd értékét olvassa, a kéz a latott mezot irhatja felill. A gépnek egy input-,
munka-szemmel, munka-kézzel és output-kézzel rendelkezik. Ezek helyzetét az irja
le, hogy melyik mezé6 felett helyezkednek el. Azaz mindegyik szalaghoz tartozik egy
pozicio, amit a fej kontrolal (a munka-szem altal latott és a munka-kéz altal irhato
mezG ugyanaz).

A fejnek van egy bizonyos allapota. A lehetséges allapotok egy S véges halmazt
alkotnak (S elemeit allapotoknak hivjuk, S az allapothalmaz) A konfiguracié tehat
egy n hosszi input mellett egy hetes:

mputyn+1 munka\ oo outpuy oo input , munka , output
({M; 2o {M; Fozo, AM; }ito,p P D . S)s
ahol MJ™"" = Mprurke — MNP = MU = g pimret € 10,1,2,...,n + 1},

n+1
pmunka’poutput c N, seS.
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sz 2z

néhany el6zetes megallapodas. Legyen START € S egy specialis allapot (a szamitas
kezdetét jeloz" allapota gépiinknek) és legyen — egy specidlis eleme T'-nak (az iires
karakter). Legyen

<{Miinput ?:—1—01’ {Mimunka}gio’ {MiOUtPUt}ZQiO’ pinput’ pmunka’ poutput’ 8>,

] t tput j t ] t .
ahol ME™P" = Mgrumke — pevPvt — MR — g MY = (0= 1,2, .0,

]\/[imun]m _ Mioutput — (’l c N+), pinput — pmunka — poutput — O, s=START.

A mellékelt rajzon egy vizualizacidjat adjuk a Turing-gép egy allapotanak.

[>[o]of1]1]o[1]o]1]0]1]1[<]

[>[a]v]a[w[e[a]! [5][5][5]a] [ |l o] -

(>fofaof1 [ f SN NSNS - -

1. abra. Egy képzeletbeli gép képzeletbeli allapota

Megjegyzés. Néhany fontos megallapitast, megjegyzést tesziink:

1) A fej a konfiguracionak csak egy sziik részét ,latja”. Ez a két szem altal latott
mez6 tartalma és az allapota (azaz (X U {>,<}) x (T U {>,—}) X S egy eleme.
Az algoritmus a konfiguraciot csak lokalisan irja feliil. A lokalitds miben létét
az alabbiakban fogaljuk Ossze:

e A szemek (és veliik a kezek) mozgasa ,folytonos”. Ez alatt azt értjiik,
hogy mindegyik szalagon az 1j pozicio legfeljebb 1-gyel tér el az el§z6t6l.

e Az inputszalag csak olvashatd, a munkaszalag olvashato és irhato, az
outputszalag csak irhato.

e Az output szalag funkcioja csak az output leirasa. Ezt a kovetkezé meg-
allapodassal garantaljuk: Az input szalagra akkor irunk majd, ha a kéz
egyet jobbra mozdul. Mas mozgéast nem is engedélyeziink.

2) A hatarolo jelek (> és <) szerepe a szemek /kezek szalag f6lott tartésa.

Definicié. A véltoztatas lokalitiasa miatt ezt egy egyszerd, Ggy nevezett dtmeneti-
fiigguény irja le:

b (XuU{p, <) x TU{p,—}) xS —={B,.,J} xI'x{B,.,J} x ({}UX)xS.

Megjegyzés. Az atmenetifiiggvény értelmezési tartomanya az 1) megjegyzés alatt
leirtakat formalizalja.

Az atmeneti fiiggvény értékkészletében minden értéknek 6t komponense van.
Ezek rendere a kovetkezst irjak le:
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(3]

1) input-szem mozgasa (‘B’= bal szomszédra ugrés, — maradas, ‘J’ = jobb

szomszédra ugras),
2) munka-kéz altal leirt karakter (a nem irds a mar ott lévs karakter jrairasa),

3) munka-szem mozgasa (ami egyben a kéz mozgésa is lasd az input-szem moz-
gasara vonatkozo magyarazatot),

4) az output-kéz mozgasa és irasa egybeolvasztva (a kéz vagy marad és nem ir
(.), vagy jobbra mozog és ir egy karaktert (3 egy eleme)),

5) az 1j konfiguracioban a fej allpota.

Az értelmezés utan egyszerii gyakorlat a felvett érték alapjan egy x konfigurdcio k*
rakovetkezdjének formalis lefrasa. Ezt az olvasora bizzuk.

A 2) megjegyzeést kiilon feltétel fogalmazza meg. Példaul §(>, karakter, STATE)-
nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordinataja nem B. §(karakter,>, STATE)-
nek olyan értéknek kell lenni, hogy harmadik koordinataja nem B, masodik koordi-
nataja lényegtelen mert a hatarold jel nem irhato feliil, a rdkovetkez6 konfiguracio-
ban a munkaszalag tartalma ugyanaz lesz mint korabban. A teljes feltételrendszer
felirasat nem végeztiik el. Mindenki megteheti, aki gy érzi, hogy a formalizalas
segiti megértését.

Ezekutdn mar természetes az algoritmus futasanak dinamikus képét leirni.

Definicié. Legyen {x;}3°, konfiguraciok azon sorozata, amelyre ko = ro(w) (az w-
hoz tartozo kezdékonfiguracio) és ;41 = k. Ezt a konfiguracio-sorozatot az w
imputhoz tartozo futdsnak nevezzik.

Definicid. Legyen STOP egy specialis allapot, azaz STOP € S. Ennek szerepe a
szamitds végének jelolése. A futas végtelen sorozatat Legyen {r;}¢_, konfiguraciok
azon sorozata, amelyre kg = ko(w) (az w-hoz tartozo kezdSkonfiguracio) és k; 1 =
ki, tovibba ¢ = min{i : x; dllapota STOP}. Amennyiben a minimum mdgott
all6 halmaz iires ¢ = oo. Ha ¢ < oo, akkor azt mondjuk a futds ledll és ky,-ben
az outputszalag tartalma a © jel utdn az output-kézig tartalmazza a kiszamitott
outputot.

Definicié. Egy f fiiggvényt kiszamit egy T Turing-gép, ha minden w € >* esetén
leall a Turing-gép és a kiszamitott érték f(w).

Definicié. Eldontési feladat megoldasara szolgaldé Turing-gép esetén az outputsza-
lag egyetlen bit leirdsara szolgal. A definici6 egyszertisithet: A STOP alapotot
helyettesitsik ELFOGAD és ELVET allapotokkal. Ebben az esetben az outputsza-
lagra nincs sziikségiink. Dontési feladatoknal ezzel a modellal dolgozunk, ezt eldontd
Turing-gépnek nevezziik. Ekkor a futas akkor és csak akkor &ll le, ha ELVET vagy
ELFOGAD allapotba keriil.

Definicié. Egy eldonts T Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén ELVET allapottal &ll le

a gép.

Megemlitiink egy tovabbi lehetGséget az elfogadas/elvetés ,kodolasara”.
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Definicié. Egy eldonté T Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén nem all le.

*

A fenti definiciokhoz nagyon sok megallapodést rogzitettiink. Ezek a megéalla-
podasok esetlegesek. Mas utat kdvetve méas Turing-gép definicidhoz jutottunk volna
el. A kiszamithatosag, eldonthetség, felsorolhatosag végss definicioja viszont méar
nem filigg ezektdl az aprosagoktol. Ezek a fogalmak érzéketlenek a részletekben rejlé
finomsagoktol.

Altalaban a problémak nem pontos leirasa sem zavard. Konnyid latni, hogy a
FAKTORIZACIO mindegyik valtozata kiszamithato fiiggvényhez vezet.

Az esetlegesség alahtuizasara mi az alapmodel két valtozatat ismertetjiik.

Definicid. k-szalagos Turing-gép. Ebben a munkaszalagot k& darab munkaszalaggal
(és mindegyikhez egy-egy munkaszem/munkakéz) helyettesitjiik. Ekkor a fej altal
lathato részét a konfiguracionak, illetve az dtmenetifiiggvény modositasat minden
érdekl6ds olvaso elvégezheti.

A 2010 szalagos Turing-gép altal kiszamolt fiiggvény kiszamitisa egy munka-
szalag segitségével (azaz a standard modelben) nem egyszert, de csak technikai
problémakat rejt.

Definicié. Az egyetlen szalagos Turing-gépnek egyetlen (amely szerepe input, mun-
ka, output egyben) szalagja van, ami egy iranyban végtelen. Erre irjuk az inputot >
és < jelek kozé. Az els§ egy bevésett hatarolojel. A masodik csak az input végének
jelolésére szolgal. Ez feliilirhato, akar az input karakterei. Leallaskor a szalagot mint
outputszalag interpretaljuk.

*

Rogzitsiink egy > alapabécé-t. Az Osszes dontési probléma halmaza legyen U.
Legyen S a felsorolhato és D az eldonthets nyelvek halmaza. Nyilvan D C S C U.

D és S halmazok megszamlalhatoak. Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy a
munkaszalag abécé-jénél feltehetd, hogy a véilaszthato karakterek N egy véges kez-
dészeletét alkotjak. Hasonloan az S allapothalmazrol is feltehetd ugyanez. Ekkor
azonban csak megszamlalhatoan végtelen Turing-gép van, igy eldonthets és felsorol-
hato nyelv is. U kontinuum szamossag.

Az egész gyokokkel rendelkezé egész egyiitthatos polinomok kodjai altal alko-
tott DIOPHANTOS nyelv nincs D-ben (Hilbert tizedik probléméjanak megoldasa
alapjan tudjuk ezt). konnyen tervezhet$ egy Turing-gép, ami viszont felsorolja ezt
a nyelvet.

Bonyolultsagi osztalyok

Definicié. Egy T Turing-gép idGigénye egy w inputon ¢ := TIM FE(w;T), ha futasa
{ki}e,, azaz az (-edik konfiguracioban keriil elgszér STOP éllapotba.

Azt is mondhatnank, hogy a konfiguraciok sorozataban az index egy ora iitéseit
szamolja. Minden oraiitésre a rakovetkez6 konfiguracioba keriil a gép.
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Definicié. Egy T Turing-gép téarigénye egy w inputon s := SPACE(w; T, ha futasa
soran a munkaszem /kéz alatti mez6 legnagyobb indexe s.

A szemek /kezek folytonos mozgasa miatt nyilvanvaloan
SPACE(w;T) < TIME(w;T).

A futas ideje és tarigénye nyilvan fiigg az input hosszatol. Ez a fiiggés igen
fontos szamunkra. Az alabbi definici6 az algoritmus legrosszabb eseet analiziseként
hivatkozzuk. Az itt leirt fliggvény egy garancia, hogy barmilyen n hosszt inputtal
is dolgozunk az idG/tar igény nem haladja meg ezt (a legrosszabb esetben sem).
Definicié.

TIME(n;T) =max{TIME(w;T):w € X"},
SPACE(n;T) = max{SPACE(w;T) : w € X"},

Egy Turing-gép esetén a TIME(n;T) vagy SPACE(n;T) fiiggvények megha-
tarozasa nehéz, technikai lehet. Legtobbszor a fliggvények jo becslése, angysag-
rendjének meghatarozasa a redlis, fontos cél. A nagysagrendek jel6lésére szokésos
jeloléseket az aldbbi definicio foglalja Gssze.

Definicié. g(n) = O(f(n)) akkor és csak akkor, ha alkalmas o > 0 konstansra

g(n) < a- f(n).
g(n) = Q(f(n)) akkor és csak akkor, ha alkalmas 3 > 0 konstansra g(n) >

B f(n).

g(n) = O©(f(n)) akkor és csak akkor, ha alkalmas «, 3 > 0 konstansra (3 - f(n) <
g(n) < a- f(n).

Az alabbiakban bevezetjiik a legfontosabb fogalaminkat, a bonyolultsagi oszta-
lyok prototipusait. Ezeket csak eldontési problémékra irjuk fel. Szamitési problémak
esetén is bevezethetGk a megfelels fiiggvényosztalyok. A bonyolultsagelmélet alap-
jait azonban csak nyelvosztalyokkal dolgozva is nagyon jol megvildgithatjuk. Mi is
— ahogy szokds — ezt az utat kdvetjiik.

Definicié.
TIME(f(n)) ={L : alkalmas T" Turing-gép eldonti L-et, és TIME(n;T) < f(n)},
SPACE(f(n)) ={L : alkalmas T" Turing-gép eldonti L-et, és SPACE(n;T) < f(n)}.
Megjegyzés. Néha a definicioban rejlg T' Turing-gépre is mondjak, hogy TIM E(f(n))-
beli. Hogy a lehets legkevesebb eltérés legyen a definiciok kozott és technikailag is
konnyebben kezelhet osztalyt kapjunk az altalanos megallapodas szerint a defini-
ciobeli T" Turing-gép k-szalagos Turing-gép.
Most pedig a legalapvetébb bonyolultsagi osztalyokat irjuk le.
Definicié.
L =UaenSPACE(alogn) (logaritmikus tar),
P = UpenTIME(an®) (polinomialis id6),
PSPACE = UaenSPACE(n®)  (polinomialis tar),
EXP = UuenTIME(e™)  (exponencialis idd),
EXPSPACE = UyenSPACE(e™)  (exponencialis tar).
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Ezek az osztalyok mar fiiggetlenek a model leirdsaban rejlé aprosagoktol. Linea-
ris id6 azonban mér olyan osztalyhoz vezetne, ahol az apro dontéseink befolyasoljak
a kialakul6 fogalmakat.

Arra is figyelniink kell, hogy hogyan kodoltuk a feladatot. Ha a FAKTORIZA-
CIO problémaban az adott szam unarisan van kodolva, akkor az altalanos iskolaban
megtanult eljaras azt bizonyitja, hogy a probléma P-beli. Ugyanekkor természetes
kodolasoknal (példaul a standardnal) a P osztalyhoz tartozias a matematika egy
nagy probléméaja. Ha egy probléma megnevezésénél a kodolas nincs rogzitve, akkor
valamelyik ,,természetes kodolasra” kell gondolni. Ezek altalaban olyan formalizala-
sokhoz vezetnek, amiknél egy bonyolultsigi osztalyhoz tartozas ekvivalens.

ATIME(f(n)) és SPACE(f(n)) osztalyok leirasaban az f(n) fiiggvényrsl sem-
mit sem mondtunk. Igy elképzelhets, hogy nem is kiszamithato fiiggvényekre alapo-
zunk kiszamithatosagi osztélyokat. Ez tobbszor technikai problémakhoz vezethet.
A kovetkezd definiciok olyan fliggvényeket irnak le, amiknél ezek a technikai ne-
hézségek konnyen megoldhatok. Ha TIME(f(n)) és SPACE(f(n)) osztalyokkal
dolgozunk mindig feltessziik, hogy a hasznalt f(n) fiiggvények szépek.

Definicié. ¢(n) szép ids-fiiggvény, ha van olyan T Turing-gép a X = {1} abécé-vel,
ami az 1" inputon pontosan ¢(n) lépés utan all le.

Definicié. s(n) szép tar-fiiggvény, ha van olyan T Turing-gép a ¥ = {1} abécé-vel,
ami az 1" inputon pontosan s(n) tar felhasznalasaval 4ll le.

A természetes fiiggvények, a logaritmus, exponencialis, polinom fiiggvényekbdl
felépitett fiiggvények mind szépek (id6 esetében persze novekedése gyorsabb legyen
mint az input elolvasasihoz sziikséges 1d6).

1. Lemma. Legyen s(n) egy szép tdar-figguény. Tegyiik fel, hogy az L nyelvet el-
donti egy s(n) tdrigényd T Turing-gép. Ekkor van olyan T Turing-gép s, amely
ugyanazt a nyelkvet donti el és bdrmely n hosszi input esetén a ledllo konfigurdcio-
jaban a munkaszalag tartalma standard: a hatdroldjel utin s(n) darab U radirjel”
kovetkezik, amik utdn mdr csak (érintetlen) — karakterek jonnek.
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